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Arithmetik und Algebra

Prof. Dr. Alfred Schreiber

| 1. Grundlegendes Uber Zahlen

1.1. Begriff der Menge

Der mathematische Begriff "Menge" ist grundlegend; er wird daher selbst nicht definiert (d.h. auf noch
grundlegendere Begriffe zurlickgefhrt). Nach G. Cantor (1845-1918), dem Begriinder der Mengenlehre, hat man sich
unter einer Menge eine Zusammenfassung (Gesamtheit) gedanklicher Objekte vorzustellen. Danach ist ein Sack
Kartoffeln kein geeignetes Beispiel einer Menge, wohl aber die Menge aler Kreise in der Ebene, die Menge aller
Primzahlen oder die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen, die kleiner sind al's 10.

Mengen werden haufig mit lateinischen Grof3uchstaben A, B, C, ..., M, ..., X, Y, Z bezeichnet; es gibt aber
zahlreiche (sinnvolle) Ausnahmen von dieser Regel.

Wir bezei chnen voriibergehend mit M die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen kleiner als 10. Die Zahl 7 gehort
offenbar zu M, was man notiert: 7 € M. Das Symbol ' € ' steht fiir die Elementschaft (Beziehung der Zugehtrigkeit)
und wird gelesen: "(ist) Element (von)”. Alternative Lesarten lauten: "gehdrt zu™*, "liegt in", "aus" und dgl. mehr.

Fur die Verneinung der Elementschaft schreibt man: 2 ¢ M, d.h. 2 gehort nicht zu (bzw. ist kein Element von) M.

M besteht aus folgenden Elementen: 1, 3, 5, 7, 9. Die Menge M kann in diesem Fall auch in Listenform notiert
werden: {1, 3, 5, 7, 9}. Allgemein bezeichnet {a;, ay, ..., a,} digenige Menge, die aus genau den Objekten
ai, ay, ..., a, besteht.

Mathematisch interessante Mengen besitzen haufig unendlich viele Elemente, z.B. die MengeN aller nattrlichen
Zahlen oder: die Menge P aler Primzahlen. Die Listenform kann das Gemeinte hier nur andeuten (durch die
Auslassungspunkte '..."):

N={1,23,4,5, ...}

P={235711, ...}
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Wo immer moglich, geschieht die Bildung einer Menge nach dem sog. Prinzip der Komprehension, d.h. durch
Angabe einer Eigenschaft, welche die Elemente der betreffenden Menge (und nur diese) besitzen. Z.B. besteht P aus
genau den (natirlichen) Zahlen n, fir die gilt: nist eine Primzahl. Dabei steht der sprachliche Ausdruck "nist eine
Primzahl" fur die hier bentti gte mengenbildende (bzw. aussondernde) Eigenschaft.

Man notiert dieswiefolgt: P = {n| nist eine Primzahl}
oder noch etwas genauer: P = {neN|nisteinePrimzahl}

Natirlich muss man die Eigenschaft, eine Primzahl zu sein, mathematisch prézise definieren (womit wir unsin einem
spateren Kapitel beschéftigen werden).

Eine Menge kann echte oder unechte Teilmenge einer anderen Menge sein. Z.B. ist P eine echte Teilmenge von N.
Wir fassen diesen Sachverhalt allgemein:

m 1.1.1. Definition

Fur irgend zwei Mengen A, B wird definiert:
Q A c B genau dann, wenn fur alle x € A gilt: x € B (jedes Element von A gehort auch zu B).
2 A c B genau dann, wenn A ¢ B und ein x € B existiert, fir das gilt: x ¢ A.

(©)] A =B genaudann,wenn AC Bund B C A.

m Bezeichnungen (zu 1.1.1)

¢ heifdt Inklusion (auch: Teilmengenrelation); die Beziehung (1) drtickt aus, dass A eine (unechte) Teilmenge von B
ist. Im Fall (2) spricht man von einer echten Teilmenge(nrelation). (3) definiert die Gleichheit von Mengen.

m Beispiele
(D] {1, 3,5, 7, 9} ist eine (echte) TeilmengevonN: {1, 3,5, 7, 9} c N.
2 {1, 3,5, 7, 9} ist keine (echte oder unechte) Teilmenge von P, geschrieben: {1, 3, 5, 7, 9} ¢ P.
Dennesistetwal ¢ P.
3 P cN.
4 {353917=(1,35709.

Eine (in Listenform notierte) Menge héngt nicht davon ab, in welcher Reihenfolge und in welcher Anzahl ihre
Elemente auftreten.

(5) (2,2, 2} ={2}.

m Bemerkungen

1. Die aus einem einzigen Element a bestehende Menge {a} ist sorgféltig zu unterscheiden von dem Element selbst,
mithin: {a} # a.
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2. Die Mengenbildung ist beliebig schachtelbar, z.B. besteht die Menge {{1, 2}, 7, {2, {3}}} ausden drei Elementen:
{1, 2} (selbst eine Menge), 7 und {2, {3}} (letzteres die Menge, die aus den Elementen 2 und {3} besteht).

3. Nach Definition 1.1.1 sind zwei Mengen A, B genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten (sog.
Prinzip der Extensionalitat), d.h. eine Menge ist bereits durch die zu ihr gehtrenden Elemente vollstandig bestimmt
(unabhéngig von Reihenfolge oder Vielfachheit).

Definiert man eine Menge durch eine Eigenschaft, die sich nicht erfillen |&sst, so kann sie kein Element enthalten.
Eine unerfullbare Eigenschaft ist sicherlich x + x; sie fuhrt zur Definition der leeren Menge:

O = {x]|x+ x}

Da® kein Element enthdlt, kann von den Elementen x € ) Beliebiges (auch Fal sches) behauptet werden.

m Bemerkung

Es gibt nur eine leere Menge. Dies folgt aus der Definition der Gleichheit (Prinzip der Extensionalitét): Ist etwa
(O, ebenfalls leer, so gehort jedes x € () auch zu (1, d.h. es gilt ¢ c (,. Daauch umgekehrt @1 c ¢ der Fall ist, gilt
nach Def. 1.1.1,(3): 1 = .

Esist daher angebracht, von der (anstatt von einer) leeren Menge zu reden.

m 1.1.2. Proposition

A, B, C seien irgendwelche Mengen. Dann gilt:
1) AcCA

@ o0cA
3 Wenn AcBundBc C,dannAcC

m Bezeichnung

Ist eine Menge von () verschieden, so heif} sie nichtleer. (Eine nichtleere Menge besitzt mindestens ein Element.)

1.2. Zahlbereiche

In Abschnitt 1.1 wurde die Menge P der Primzahlen aus der MengeN der natUrlichen Zahlen ausgesondert. Die
gebrauchlichen Zahlenmengen entstehen aber eigentlich nicht durch Aussonderung aus einer gemeinsamen
Obermenge. Vielmehr lassen sie sich durch einen "von unten nach oben” gerichteten konstruktiven Prozess gewinnen.

Der Reihe nach gelangt man dann zu folgenden speziellen Zahlenmengen (auch Zahlberei che genannt):
N = Menge der natiirlichen Zahlen: {1, 2, 3, 4, 5, ...}
Z = Menge der ganzen Zahlen: {..., -3, -2,-1,0,1, 2, 3, ...}
Q = Menge der rationalen Zahlen: {% |peN,0+qe z|
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R = Menge der reellen Zahlen (Zahlengerade)
C = Menge der komplexen Zahlen (Zahlenebene): {a+bi|a, be R} miti? = -1

Gelegentlich wird auch 0 zu den natirlichen Zahlen gezéhlt. Die entsprechende Menge wird im Folgenden mit
Ng=1{0, 1, 2, 3, ...} bezeichnet.

Eine vallstéandige Darlegung aller Schritte, die zum Aufbau des Zahlensystems erforderlich sind, ist recht umfangreich
(und ebenso langatmig). Nach Abschluss der Konstruktion hat man dann die aufsteigende I nklusionskette:

NcZcQcRcC

m Summarische Skizze der wichtigsten Grundgedanken

Durch den Ubergang von N nach Z werden alle Gleichungen der Form a + x = b (mit natiirlichen — und dann auch
ganzen — Zahlen a, b) 16sbar.

Durch den Ubergang von Z nach @ werden alle Gleichungen der Form ax = b (mit ganzen — und dann auch
rationalen — Zahlen a, b, a # 0) 16sbar.

Der Ubergang von @ nach R ist von ganz anderer Natur. Als geometrisches Modell von R dient die "Zahlengerade',
d.h. eine Gerade mit zwei ausgezeichneten Punkten O (Ursprung, Nullpunkt) und E (Punkt rechts von O im Abstand
1) sowie einer festgelegten Durchlaufungsrichtung. Die MengeR enthédlt zu jedem Punkt X rechtsvon O eine
zugehdrige Zahl x, welche die Lange der Strecke OX angibt. Wird X an O gespiegelt (nach links abgetragen), so
lautet die entsprechende Zahl —x. Durch wiederholtes Abtragen von OE links und rechts von O gewinnt man die
ganzen Zahlen, durch fortgesetztes Teilen dann auch die rationalen Zahlen. Alle Punkte, die keinen rationalen
Abstand von O besitzen, gehéren definitionsgemald zu einer irrationalen Zahl.

O E

Arithmetisch lassen sich reelle Zahlen als (nicht notwendig abbrechende) Dezimalbriiche darstellen, z.B.:

Lange der Diagonalen des Quadrats mit der Seite OE = v/2 = 1414213562 ...
Umfang des Kreises mit dem Durchmesser OE = 7 = 3.141592654 ...

Die Auslassungspunkte deuten an, dass die betreffende Zahl nicht "auf einen Schlag" gegeben ist, sondern durch
schrittwei se Streckenteilung (Intervallschachtelung) angenéhert wird, und zwar mit wachsender Anzahl von
Nachkommastellen beliebig genau.

Die Quadratwurzel aus 2 ist irrational; sie erfilllt die algebraische Gleichung x? — 2 = 0 und heif’t deshalb algebraische
Zahl. Die (ebenfalsirrationale) Kreiszahl x erfillt keine algebraische Gleichung (ein berihmtes von F. Lindemann
1882 bewiesenes Resultat); sie heildt deshalb transzendent. Eine irrationale Zahl ist entweder algebraisch oder
transzendent.

Ein weiterer, in gewissem Sinn abschlieRender Schritt beim Aufbau der Zahlbereiche ist der Ubergang von R nach C.
Ausgangspunkt ist dabei die Tatsache, dass schon eine einfache quadratische Gleichung wie X2 + 1 = O keine reelle
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Losung besitzt. Rein symbolisch wird eine Losung i = V-1 der MengeR hinzugefigt, indem man mit Ausdriicken
der Forma+ bi (a, b € R) so rechnet "wie gewohnt", etwa: (1+i)-(2—4i) =2—-4i+ 2i—4i% = 6 — 2i. Dadurch
werden zunéchst alle quadratischen Gleichungen (mit reellen — und dann auch komplexen — K oeffizienten) |6sbar.
Zum Beispiel hat die Gleichung X2 + x + 5 = 0 die beiden komplexen L ésungen —% + @ i. Darliberhinaus | asst
sich beweisen (Fundamental satz der klassischen Algebra), dass jede algebraische Gleichung vom Grade n (mit
beliebigen komplexen Koeffizienten) in C |6sbar ist, genauer: n komplexe Ldsungen besitzt.

m 1.2.1. Grundlegende Rechengesetze

In den Zahlbereichen von Ng bis C gelten bzgl. + (Addition) und - (Multiplikation) eine Reihe von grundlegenden
Rechengesetzen (hier lediglich zusammengestellt, ohne auf Begriindungszusammenhange einzugehen):

(Assl) a+(b+c=@+b+c
(Ass2) a-(b-c)=(a-b)-c
(Kom1) a+b=b+a

(Kom2) a-b=b-a

(Dist) a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Dabei bedeuten: (Ass) Assoziativgesetz(e), (Kom) Kommutativgesetz(e), (Dist) Distributivgesetz. In letzterem
kénnen rechts vom Gleichheitszei chen die Klammern entfallen, wenn man die Multiplikation vorrangig ausfhrt
("Punktrechnung vor Strichrechnung").

Hinzu kommt die Neutralitét der Zahlen O und 1:

(Neutrl) a+0=a

(Neutr2) a-l=a

m Bemerkung

Eine wichtige praktische Konsequenz der Assoziativgesetze: Die Klammern in mehrfachen Summen bzw. Produkten
kénnen fortgelassen werden. Z.B. hat die Summe 5 + 3 + 7 einen eindeutigen Sinn, weil die beiden Klammerungen
5+ 3+ 7)und (5+ 3) + 7 denselben Wert liefern.

m Ringe

Ist in einem Zahlbereich (der alle 0.g. Rechengesetze erfiillt) jede Gleichung der Form a + x = 0 |6sbar, so spricht
man von einem (kommutativen) Ring. Die Zahlbereiche Z, Q, R (und auch C) sind kommutative Ringe.

Die (eindeutig bestimmte) Ldsung von a + x = 0 wird mit —a bezeichnet; ferner notiert mana—b := a+ (-b).

Alseinfaches Beispid fir einein einem Ring (hier: R) glltige Folgerung diene

m 1.2.2. Proposition

FiraleaeR gilt: 0-a=0
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m Beweis

Sei (zur Abkirzung) b = 0-a. Dann gilt nach (Neutrl), (Kom2) und (Dist) zunéchst:
b=0+0-a=0-a+0-a=b+b

Beachtet man nun, dass —b durch die Gleichung b + (—b) = 0 definiert ist, so folgt mittels (Assl) und (Neutrl):
O=b+(-b)=Mb+b)+(-b)=b+bO+(-b)=b+0=>b

was zu beweisen war. ¢

m Korper

Ist zusétzlich jede Gleichung der Form a- x = b (mit a # 0) |6sbar, so heifdt der Bereich ein (kommutativer) Korper. In
Koérpern ist somit die Division (durch von Null verschiedene Elemente) uneingeschrankt moéglich. Q, R und C sind
Korper. (Die hierzu erforderlichen Uberlegungen werden ab Kapitel 12 in mehr Einzel heiten behandelt.)

Die (eindeutig bestimmte) Losung von a-x = 1 (a# 0) wird mit a-* oder % bezeichnet; ferner notiert man

b.=p.atl
L .

1.3. Ordnung

m Bezeichnungen

1) Ein Punkt A der reellen Zahlengeraden, der rechts von O liegt, entspricht einer positiven Zahl a € R. Die Menge
der positiven reellen Zahlen wird mit R* bezeichnet.

2) Fir reelle Zahlen a, b schreiben wir a < b, wenn b —a € R*. (Damit ist x € R* genau dann, wenn 0 < x.)

(Geometrisch bedeutet die so eingefihrte Ordnung: Der zu a gehdrige Punkt A liegt auf der Zahlengeraden links von
dem zu b gehdrigen Punkt B.)

Anstelle von a < b schreibt man auch: b > a.

3) Fur a, b € R bedeutet a < b dasselbe wie: a < b oder a = b. Ferner schreibt mana<b<cfir:a<bundb<c
(weitere Varianten méglich, zB.a<b < c<d, etc).

m 1.3.1. Grundlegende Eigenschaften von <

@ Nicht a < a (auch notiert als: a « a)
@) Wenna< b, dannb ¢ a.

3 Wenna<bundb<c,danna<c

(4) a<bodera=boderb<a



kapitel01.nb

5) Wenna< b, dannfiradleceR:a+c<b+c

(6) Wenna< b, dannfiraleceR*:a-c<b-c

@) Furdlea, beR,b>0, gibteseinneNmita<nb

m Bemerkungen und Bezeichnungen

1) Die aufgefiihrten Eigenschaften lassen sich an der Zahlengeraden veranschaulichen (Ubung!). Auf theoretische
Begriindungszusammenhange soll hier nicht eingegangen werden.

2) (1), (2), (3) heilzen beziehentlich: Irreflexivitét, Asymmetrie, Transitivitét. Man beachte: (2) folgt bereits aus (1)

und (3). (Setze dazu in (3) c = a.) Jede Relation mit diesen Eigenschaften heil3t teilweise Ordnung. Die Eigenschaft
(4) druckt die Vergleichbarkeit irgend zweier Zahlen aus. Gilt neben (1) und (3) auch (4), so spricht man von einer
vollstdndigen Ordnung.

3) (5) und (6) (sog. Monotonie-Eigenschaften) sorgen fir die Vertraglichkeit der Ordnung mit der Addition und der
Multiplikation.

4) Eigenschaft (7) ist das sog. Axiom der Messharkeit. Eine Ordnung mit dieser Eigenschaft heil3t archimedisch.

5) Da die Mengen der natrlichen, der ganzen und der rationalen Zahlen Teilmengen vonR sind, hat die hier
beschriebene Ordnung auch Guiltigkeit in diesen Zahlbereichen. Auf C Iasst sich die geschilderte Ordnung nicht
(jedenfalls nicht ohne Einbuf3e wesentlicher Eigenschaften) ausweiten.

m 1.3.2. Proposition

Seien a, breelle Zahlen, a # 0. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) OgR*

2 aeR* genau dann, wenn —a ¢ R*

©)] Wenna, be R*,danna+beR*

4 Wenna, be R*,danna-beR*

m Bewes

Zu (1): Wéare0 € R*, so hétte man 0 < 0 entgegen 1.3.1,(1). Zu (3): Nach Voraussetzung 0 < b. Damit liefert 1.3.1,(5)
und (Kom2):a=a+0=0+a<b+a=a+b. Mit 1.3.1,(3) und der Voraussetzung 0 < a ergibt sich schliefdlich:

O <a+b. Zu(4): Nach Voraussetzung gilt O < a, also nach Prop. 1.2.2 und 1.3.1,(6): 0=0-b < a-b. — (2) bleibt as
Ubung. ¢

m 1.3.3. Definition (Minimum und Maximum)

Seien a, birgend zwei reelle Zahlen. Nach 1.3.1,(4) kann nur a < b oder a > b der Fall sein. Im ersten Fall wird
Min(a, b) (das Minimum von a, b) definiert als a, im zweiten Fall als b. Entsprechend gilt fiir das Maximum von a, b:
Max(a, b) = b, fallsa < b, sonst Max(a, b) = a.
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m 1.3.4. Proposition

Min(a, b) + Max(a, b)=a+b

m Bemerkung

Die Definition von Min und Max lasst sich in einfacher Weise auf mehr als zwei Zahlen erweitern, indem man z.B.
setzt: Min(a, b, ¢) = Min(a, Min(b, c)), und allgemein:

Min(ay, ay, ..., a,) = Min(ag, Min(ay, ..., ay))

Entsprechend fir Max. — Offenbar hat jede endliche Menge reeller Zahlen {ay, ay, ..., a,} jeweils ein eindeutiges
Minimum bzw. Maximum.

Die hier angegebene Definition beschreibt nicht, wie man Min/Max mdéglichst geschickt bzw. mit méglichst geringem
Aufwand berechnet! (Diese Aufgabe gehort in das Gebiet der Algorithmik bzw. Informatik.)

m Redlelntervalle

Intervalle sind gewisse Teilmengen von R, die sich mit Hilfe der gewdhnlichen Ordnung < festlegen lassen; sie
entsprechen im geometrischen Modell (Zahlengerade) den Teilstrecken oder den Halbgeraden. Die linken und/oder
rechten Endpunkte kénnen hinzugerechnet werden oder nicht. Demnach gibt es zu vorgegebenen a, b e R, a < b, die
folgenden Félle ("Teilstrecken"):

[a;b]:={xeR|a<x<bh}
(@ bl:={xeR|a<x< b}
[a;b):={xeR|a=<x<h}
(a;b):={xeR|a<x<b}

Ferner setzt man (" Teil-Halbgeraden"):
[a;0):={xeR|a=x}
(a;00):={xeRja<x}
(—o0;ali={XxeR|x=<a}
(—ooja):={xeR|x<a}
Zur Bezeichnungsweise: [a; b] heil3t abgeschlossenes, (a; b) offenes Intervall; das Intervall (a; b] heifdt links halboffen

(bzw. rechts halbabgeschlossen), usw. Esist (0; o) = R*; auch die volle Zahlengerade |&sst sich als Intervall
auffassen: (—oo; 00) = R.

1.4. Absolutbetrag

m 1.4.1. Definition

Sel ac R beliebig. Diedurch | a| := Max(—a, a) definierte Zahl heif3t Absolutbetrag (oft auch kurz: Betrag) von a.
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m 1.4.2. Proposition

Fir dleaeR gilt:

(1) aslal=|-al

()] Wenna=0,dann |a|=a
Wenna<0,dann |a|=-a

©) la-bl=lal-|b]

4 |la+b| < |a|+|b| (sog.Dreiecksungleichung)

m Bewes

Zu (1)-(3): Ubung. — Zu (4): Nach (1) gilta<|al|,b<|b|,aso:a+b<|a|+ | b|. Andog ergibt sichaus-a < | a|,
—b <|b| (ebenfalsnach (1) gliltig): —(a+ b) = (-a) + (—b) <|a| + | b]. Mithin erhdlt man nach Def. 1.4.1:
la+b|=Max(a+b, —(a+b) <|al|+]|b|. &

m Bemerkung

Haufig werden reelle Intervalle mit Hilfe des Absolutbetrags angegeben. Beispiel: Sei | die Mengedler x e R,
welche die Ungleichung |2 - x| < % erfiillen. Um herauszubekommen, inwiefern es sich um ein Intervall (und
dann: welches) handelt, sind zunéchst die Betragsstriche mittels einer Fallunter scheidung aufzuldsen (!):

1. Fall: x < 2. Dannist 2— x> 0, also nach Prop. 1.4.2,(2): |2-X|=2-x< % und schlieRlich: % <X
2.Fall: 2 < x. Dannist 2— x < 0, also nach Prop. 1.4.2,(2): |2-X|=—-(2-X) < 1—10, und schlieRlich: x < %.

Insgesamt hat man: 3 < x< &, d.h. esist | = (1.9; 2.1) (beidseitig offenes Intervall).

1.5. Zahlenfolgen

Im Unterschied zu einer Menge von Zahlen kommt es bei einer Folge von Zahlen auf die Rethenfolge an. Die Folge
3, —4, 3, 7ist wohl zu unterscheiden von der Folge 3, 3, —4, 7, obwohl die Menge der Folgenglieder in beiden Féllen
dieselbeist. Auch sind mehrfach vorkommende Elemente keinesfalls zu streichen (wie es bei Mengen der Fall ist).
Folgen kénnen endlich oder unendlich sein:

1) 6, 11, 16, 21, 26, ...

(2) 11 v

® 1

W~

IR

N
\ll"‘

1
135

w

, 6,10, 15, ...

Die Auslassungspunkte lassen zunéchst offen, wie es weitergeht. Man kann sich die Folge fortgesetzt denken
und/oder nach einer bestimmten Anzahl von Gliedern abbrechen (endliche Folge); die Pinktchen'..." implizieren
dabel keine Vorgabe, z.B. ist esmoglich, dass (1) aus folgenden 6 Gliedern besteht: 6, 11, 16, 21, 26, 13.
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Auch eine unendliche Folge kann theoretisch aus "beliebigen" Gliedern bestehen. Z.B. macht die Folge der
Dezimalziffern von  einen ziemlich willkirlichen Eindruck. Allerdings liegt hier wie auch in anderen konkreten
Fallen unendlicher Zahlenfolgen eine Regelgebundenheit (Gesetzmaliigkeit) vor. Diese driickt man durch einen
allgemeinen Beschreibungsterm aus ("Bildungsgesetz"); in den 0.g. Beispielen:

D a,=5n+6
(2) bnz(%)n
@ c=3M0+H(+2)

Der Index n bezeichnet die Platznummer eines Folgenglieds; er durchlauft alle natiirlichen Zahlen, hier beginnend bei
0 (n € Np). Man kann aber auch bei n = 1 (oder einem anderen Anfangswert) beginnen, z.B. ist ¢, = % n(n+ 1) far
neN.

Eine Folge xg, X1, X2, ... wird notiert: (xn),-o oder kiirzer (x,), wenn der Startwert fir n aus dem Zusammenhang
hervorgeht. Wir wollen n = 0 vereinbaren und den Startwert nur dann notieren, wenn er von 0 abweicht.

Die folgende Definition behandelt zwel héufig vorkommende Typen von Folgen:

m 1.5.1. Definition

a) Eine Zahlenfolge (x,) heif}t arithmetisch (1. Ordnung), wenn eind € R existiert, so dassfur alen e Ny gilt:
Xn+1 = Xn + d. Die Zahl d ist die Differenz benachbarter Folgenglieder.

b) Eine Zahlenfolge (x,) heil3t geometrisch, wenn ein g € R existiert, so dassfir alle n € Ng gilt: X411 = X, - Q. Die
Zahl qist der Quotient benachbarter Folgenglieder, sofern diese nicht Null sind.

m Beispiele

Die ohige Folge (ap) ist arithmetisch, wobei d = a1 —an,=5(N+1) +6—-(5n+6) =5.

. . . . b, 3n 1
Die Folge (by) ist geometrisch, wobei q = g;l =0T = 3

Die Folge (cp) ist weder arithmetisch noch geometrisch. (Siewird sich in Kapitel 4 als arithmetische Folge 2.
Ordnung erweisen.)

m 1.5.2. Proposition

D Ist (x,) arithmetisch, so gilt: x, = d n+ xg fur einreellesd.

()] Ist (x,) geometrisch, so gilt: x, = Xo-q" flr ein reellesq.
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1.6. Summen und Produkte

B Summen, Summationszeichen

Zu gegebener Folge Xg, X1, ..., Xn, ... betrachtet man haufig die Summe der ersten n Folgenglieder: Xg + X1 + ... + Xp
(die wegen (Assl) ohne Klammerung geschrieben werden kann).

Solche Summen lassen sich ohne Auslassungspunkte mit Hilfe des Summationszeichens 3, (griechischer
Grofbuchstabe Sigma) notieren:
n
D%

i=0

Hierbei ist i der Lauf- oder Summationsindex (fiir den auch andere Variablenzeichen gewahlt werden kdnnen); 0 ist
die untere und n die obere Summationsgrenze (auch diese Grenzen lassen sich beliebig wahlen).

m Beispiele

11
1 sz=2-5+2-6+ L+2-11
k=5

(2) i ! = ! + ! + L + 1
£41+3]  1+3:(-2)  1+3-(-D) 1+3-0  1+3-1

5

3 Z N =25

n=5

% i n’=0
n=1

Zu (3): Stimmen untere und obere Grenze der Summation Uberein, so ist dies der einzige Wert, den der Laufindex
annehmen kann; die Summe besteht dann aus nur einem Summanden.

Zu (4): Ist die untere Summationsgrenze gréfRer als die obere, kann der Index keinen Wert annehmen und die
Summation nichts zum Summenwert beitragen. Ein solche sog. |eere Summe wird gleich Null gesetzt.

m 1.6.1. Proposition

@ Dl@+b)=>a+> b
i=1 i=1 i=1
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m Bemerkung

(1) veralgemeinert das Distributivgesetz (Dist, 1.2.1) fur Summen aus beliebig (endlich) vielen Summanden. (2)
ergibt sich durch wiederholtes Anwenden von (Assl) und (Koml).

m Arithmetische und geometrische Reihe

Wir wenden das allgemeine Distributivgesetz auf die Summen arithmetischer und geometrischer Folgen an (auch
arithmetische Reihen bzw. geometrische Reihen genannt).

Nach Prop. 1.5.2,(1) hat man %, = d k + Xo. Damit ergibt sich nach Prop. 1.6.1,(2):

An:=Zxk=Z(dk+m):édk+§)xo=d;k+(n+1)xo

=0 =0

=~
=~

Esbleibt noch die Summe S:= >)_; k= 1+ 2+ ... + n zu berechnen. Natirlich ist ihr Wert unabhangig von der
Reihenfolge ihrer Summanden: S= YP_; (n+1-kK)=n+(n-1) + ... + 1. Daraus ergibt sich:
2S= TR (n+1) =n(n+ 1), mithin: S= X2,

Fir die geometrische Reihe erhdlt man unter Benutzung von Prop. 1.5.2,(2) und 1.6.1,(1):

Esbleibt noch die Summe T := Y8_, 0 = 1+ q+ ¢? + ... + " zu berechnen. Nach Prop. 1.6.1,(1) ist

1_qn+l .
o falsq+ list (sonst

qT =q+ 0+ ... + q"L. Wir subtrahieren: T—qT =1 - g™t und erhaten T =
T=n+1).

In folgendem Lehrsatz sind beide Resultate zusammengefasst:

m 1.6.2. Proposition

0 A=+ (L +x)
@ Gn=xo LI

g firg+1

m Bemerkung

Firg=1ist G, = (n+ 1) Xg. Denselben Wert nimmt A, fiir d = 0 an. Die konstanten Zahlenfolgen sind demnach
arithmetisch und geometrisch. — Gibt es noch andere Zahlenfolgen mit dieser Eigenschaft? (Ubung!).

m Produkte, Produktzeichen

Zu gegebener Folge Xg, X4, ..., Xn, ... betrachtet man das Produkt der (ersten n oder auch aler) Folgenglieder:
Xo- X1 ... - X, (das wegen (Ass2) ohne Klammerung geschrieben werden kann).
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In Analogie zur Summenschreibweise notiert man sol che Produkte ohne Auslassungspunkte mit Hilfe des
Produktzeichens [ ] (griechischer Grof3buchstabe Pi) wie folgt:

[

i=0
m Beispiele

4
@ [Ja-w=1-1-1-2-1-3-1-4
k=1

Zu (2): Das Produkt der ersten n positiven ganzen Zahlen wird auch mit n! bezeichnet (gelesen: n Fakultét). Fir n= 0
kann der Laufindex keinen Wert annehmen. Das so entstehende |eere Produkt tragt nichts zum Produktwert bei und
wird daher gleich 1 gesetzt. Esist dso 0! = 1.

m Bemerkung

Bezieht sich die Bildung von Summe und Produkt auf ale (unendlich vielen) Glieder einer Zahlenfolge xg, X1, X, -..,
so wird dies zunéchst rein formal durch das Symbol fiir Unendlich (o) a's obere Grenze angedeutet, z.B. fir die
Summe wie folgt:

Xi
i=0
Summen dieser Form heif3en unendliche Reihen; sie spielen in der Analysis eine zentrale Rolle. Unter bestimmten
Bedingungen (Konvergenz) kann man einer unendlichen Reihe eine reelle Zahl als Wert zuweisen. So gilt z.B. nach
Prop. 1.6.2,(2) fir die geometrische Reihe (mit X = 1 und Quotient q):

n 1—g™?!
Dd=1+q+ 4.+ = a
k=0 1-q

Man kann nun zeigen, dassbei | q| < 1 der Ausdruck g™ gegen O strebt fiir n - co und folglich die Summe gegen
qu konvergiert. Daher schreibt man:

1
=1+q+P+..= ——
0 1-q

Ms

=~
Il

Firq= % macht man sich diese Gleichung leicht geometrisch an einer Strecke der Lange 2 klar: Wir teilen die
Strecke in zwei Halften der Lange 1, dann die rechte der so entstandenen Hélften in zwei Halften der Lange % dann
wiederum die rechte dieser Halften in zwei Halften der Lange %, und so weiter ad infinitum: 1 + % + % +..=2.

Eine formal unendliche Reihe hat nur dann einen Sinn, wenn esmoglichist, ihr in einem klar definierten Verfahren
(wie hier am Beispiel der geometrischen Reihe vorgefiihrt) einen Grenzwert zuzuweisen.
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l 2. Elementare Mengenlehre

2.1. Junktoren

Haufig muss man zur Definition einer Menge zwei oder mehr Ausdriicke logisch verbinden. Zum Beispiel sondert
man ausR das Intervall [0; 1] folgendermallen aus:

[0;1]={xeR|0=x=<1}

Die Elemente x dieser Teilmenge von R erfiillen somit die charakteristische Eigenschaft 0 < x < 1. Bei genauerem
Hinsehen (hier: auf die Definition bzw. Abkirzungsvereinbarung unter 1.3) handelt es sich um die Und-Verbindung
(Konjunktion) zweier Teilformeln:

O<xundx<1

Die Partikel "und" nennt man deshalb einen zweistelligen (aussagenl ogischen) Junktor (von lat. iungere: verbinden).
Ein weiterer solcher Junktor ist die Partikel "oder" (Adjunktion), die man z.B. bendtigt, um x < 1 zu zerlegen: x < 1
oder x = 1. Ausfuhrlich geschriebenist 0 < x < 1 somit gleichbedeutend mit

(O< xoder0O=x)und (x< loderx=1)

Beim Aufbau mathematischer Formeln und Aussagen spielt auch die Verneinung (Negation) eine wichtige Rolle,
etwain Ausdricken wie 1 ¢ P, 3 + 4, u.Am. Dasich die Verneinungspartikel ("nicht") auf nur einen Ausdruck
bezieht, ist die Negation ein einstelliger Junktor (der i.a. vor den zu verneinenden Ausdruck geschrieben wird):

nicht (1 e P)

Fir die Junktoren kénnen (miissen aber nicht!) Abkirzungen verwendet werden.

m Abkulrzungen
Konjunktion: A (und)
Adjunktion: v (oder)
Negation:; - (nicht)

Man verabredet, dass die Negation stérker bindet als Konjunktion, Adjunktion und andere zweistellige Junktoren.
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m Bemerkung

Diese (und andere) logische Junktoren lauten zwar ebenso wie die aus der natiirlichen Sprache vertrauten Partikeln;
sie haben aber nicht selten eine z.T. andere Bedeutung. Beispiel: Er nahm die Arznel und er wurde gesund. Die
Konjunktion "und" driickt in diesem Satz (auf3er der rein logischen Und-V erbindung) eine zeitliche und ursachliche
Folgebeziehung aus. Das merkt man unter anderem daran, dass sich die beiden Teilaussagen nicht vertauschen lassen,
ohne dass der Satz seinen Sinn andert: Er wurde gesund und er nahm die Arznei. — Dieser Gebrauch der
Sprachelemente heil3t intensional. Demgegentiber werden logische Junktoren extensional aufgefasst, d.h. ihre
Bedeutung hangt nicht vom Sinn der Ausdriicke ab, sondern lediglich von ihrem Wahrheitswert.

m Bezeichnungen

Den Ausdriicken a, b, ¢, ..., vor die bzw. zwischen die man einen Junktor setzt, muss genau einer der beiden
Wahrheitswerte "wahr" (notiert als 1) oder "falsch" (notiert als 0) zugeordnet werden kénnen (Prinzip der
Zweiwertigkeit). W(a) bezeichne den Wahrheitswert des Ausdrucks a.

m 2.1.1. Definition

W(=a)=1-W(a)
W(a A b) = Min(W(a), W(b))
W(av b) = Max(W(a), W(b))

m Bemerkungzu 2.1.1

Man entnimmt der Definition unmittelbar: — a ist genau dann wahr, wenn a falsch ist (und umgekehrt); a b ist genau
dann wahr, wenn sowohl a as auch b wahr ist; a v b ist genau dann falsch, wenn sowohl a alsauch b falschist. —
Beim umgangssprachlichen "oder" wird vielfach stillschweigend unterstellt, dass die beiden Teilausdriicke a, b nicht
beide wahr sind, z.B.: Dieses Jahr machen wir Ferien in den Bergen oder an der See. Das hier verwendete
ausschliefRende "oder" meint genauer: "entweder ... oder ..." (Digunktion). Wenn nicht ausdrticklich hervorgehoben,
ist das mathematisch gebrauchte "oder” die Adjunktion (einschlief3endes "oder"). In diesem Fall gilt offenbar

W(av b) = 1 auch dann, wenn W(a) = W(b) = 1ist.

m Ein Junktor fir " wenn-dann"

Viele Sétze der Umgangssprache haben die Form: Wenn a, dann b. Esist tblich, einen weiteren zweistelligen Junktor
(die sog. Subjunktion, abgekiirzt: =) einzufiihren, um den "Wahrheitswertgehalt' dieser Beziehung wiederzugeben.
Seine Definition versteht man am besten in Analogie zu einem V ersprechen: Wenn gleich die Sonne scheint, dann
gehen wir spazieren. Der einzige Fall, in dem diese Zusage nicht eingehalten wird, ist der, dass die Sonne scheint und
wir nicht spazieren gehen. Daher ist die Aussage schon dann wahr, wenn der Wenn-Teil (die Pramisse) nicht zutrifft.
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m 2.1.2. Definition

Der Ausdruck a= b (wenn a, dann b) ist eine Abkuirzung fir den Ausdruck — av b. Ferner ist der Ausdruck a<=b
(Bisubjunktion: a genau dann, wenn b) eine Abkirzung fir (a=b) A (b=a).

m 2.1.3. Proposition

(1) a= b ist genau dann falsch, wenn a wahr und b falsch ist.

2 a< b ist genau dann wahr, wenn W(a) = W(b) gilt.

m Bewes

Zu (1): Nach Definition gilt: W(a = b) = W(= av b) = Max(W(= a), W(b)) = Max(1 — W(a), W(b)). Ist awahr und b
falsch, also W(a) = 1 und W(b) = 0, so erhalten wir: W(a = b) = Max(1 - 1, 0) = 0. Ist umgekehrt
Max(1 - W(a), W(b)) = 0, so ist notwendigerweise W(a) = 1 und W(b) = 0.

(2) bleibt als Ubung. &

m Bemerkungen und Terminologie

(1) Wie beweist man eine Behauptung der Form a— b ? Antwort: Man nimmt an (setzt voraus), dass a der Fall ist.
Daraufhin schlief3t man (i.a. schrittweise und unter Benutzung der Voraussetzung a sowie evtl. anderer bereits
bekannter Tatsachen), dass auch b gilt. — Sprechweisen: a ist hinreichend fiir b, oder dazu gleichbedeutend: b ist

notwendig fur a.

(2) Wie beweist man eine Behauptung der Form a<= b ? Man beweist erstensa— b und zweitens b—a. Mithinist
in diesem Fall a hinreichend und notwendig fir b (ebenso umgekehrt). Sprechweise: a und b heif3en logisch

aguivalent.

(3) Gelegentlich wird die logische Aquivalenz mehrerer Ausdriicke (etwavon a, b, ¢) behauptet. Hier fiihrt ein sog.
Ringschluss zum Ziel: Man beweist a=b, b = ¢, c= a. Uberlegen Sie warum?

m Bemerkung

Die Subjunktion ist nicht zu verwechseln mit der logischen Folgerungsbeziehung (obwohl ein Zusammenhang
zwischen beiden besteht). In einem Beweis schlief3t man aus gewissen V oraussetzungen auf weitere Aussagen. Dabei
werden Wendungen benutzt wie "daraus ergibt sich”, "also gilt", "somit erhalten wir", und dgl. mehr. Esist nicht
ratsam, die damit angedeutete Beziehung mit dem Symbol fiir die Subjunktion abzukirzen. Beides stimmt inhaltlich
nicht Gberein, aber auch formal nicht: "=—" ist keine Relation zwischen Ausdriicken, sondern ein Operator, der zwei
Ausdriicke zu einem neuen verbindet. Mdgliche Alternativen: 1) umgangssprachliche Wendungen, 2) Ausdriicke
untereinander schreiben, 3) Benutzung eines anders aussehenden Schluss-Pfeils (wie z.B. in der Vorlesung
gelegentlich: ein nach oben gekrimmter Pfeil in Schreibrichtung). — Generelle Richtschnur: Beweise klar gliedern
und sorgféltig auch in Einzelheiten aufschreiben. Logische Symbole fiihren dabei von sich aus noch nicht zu héherer
Genauigkeit. Ihr gelegentlicher Gebrauch kann Schreibarbeit abkiirzen. Anfanger sollten vorsichtshalber sparsam mit
formallogischer Bezeichnungstechnik umgehen.
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m Wahrhetswertverlaufe

In einem zusammengesetzten Ausdruck kdnnen die Teilausdriicke unabhéangig voneinander verschiedene
Wahrheitswerte annehmen. Zum Beispiel gibt esfiir a, binaa b oder in a= bjeweils 4 mdgliche Wertepaare
(W(a), W(b)). Die so entstehenden (d.h. gemal3 Def. 2.1.1 und 2.1.2 berechneten) Wahrheitswertverlaufe lassen sich
in einer Tabelle zusammenstellen:

alb|aab|a=b
1(1] 1 1
1{0| O 0
o|1| O 1
o|0| O 1

Solche Tabellen werden rasch unibersichtlich, wenn die Anzahl der Teilausdriicke zunimmt. Bei 3 Teilausdriicken
hat die Tabelle schon 8 Zeilen, und allgemein sind bei n Teilausdriicken 2" Zeilen zu berechnen!

m 2.1.4. Definition

Zwei Ausdriicke heif3en (logisch) gleichwertig, wenn ihre Wahrheitswertverldufe Ubereinstimmen. Ein Ausdruck
hei 3t tautologisch (oder: Tautologie), wenn in seinem Wahrheitswertverlauf nur 1 vorkommt.

m 2.1.5. Proposition

D a gleichwertig - - a

()] a—b gleichwertig - (ar-b)
3 a=b gleichwertig ~b=-a
4 - (anb) gleichwertig —av-Db
(5) - (avb) gleichwertig —aA-b

m Bewes

Durch Vergleich der Wahrheitswertverldufe in einer Tabelle (als Ubung).

m Bemerkungen

1. Die Gleichwertigkeitsbehauptungen in Prop. 2.1.5 fihren z.T. traditionelle Namen: Gesetz (1) der doppelten
Negation, (3) der Kontraposition, (4) & (5) von de Morgan.

2. Einfache Beispiele tautologischer Ausdriicke sind: av - a, 0= a, (- a=0)—a sowie(ar (a=h))=h.
(Beweis as Ubung).
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m 2.1.6. Proposition

Sind a und b gleichwertige Ausdriicke, soist a<=b eine Tautologie.

m Beweis

Die Behauptung ergibt sich direkt aus Prop. 2.1.3,(2). &

2.2. Mengenoperationen

m Boolesche Operationen

Hierbei handelt es sich um ein- oder zweistellige Operationen mit Mengen, die mit Hilfe logischer Junktoren definiert
werden. Ihre Bezeichnung geht auf G. Boole (1815-1869) zurtick.

Fir die Definition der booleschen Operationen ist es zweckmal3ig, von einer Grundmenge M auszugehen und deren
Teilmengen zu betrachten.

m 2.2.1. Definition

Seien A, B Teilmengen von M. Dann werden Durchschnitt, Vereinigung und Differenz beziehentlich wie folgt
festgelegt:

ANB={xeM|xe Arxe B}
AUB={xeM|xe Avxe B}
A\B={xeM |xe Arx¢ B}

m Veranschaulichung durch Mengendiagramme (Venn-Diagramme)

M
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m Beispid

SeiM ={1, 2,3,4,5, A={1, 2, 3}, B={2, 3, 4}. Dann ergibt sich: A" B = {2, 3} (" A geschnitten (mit) B"),
AUB={1, 2, 3, 4 ("Avereinigt (mit) B") und A\ B = {1} ("A ohne bzw. minus B").

Zwei Mengen A, B heiRen disunkt (oder: elementfremd), wenn A B = (). Die Mengen {1, 2, 3} und {4, 5} sind

digunkt:
M .

Die Differenz M \ A heif3t Komplement von A (in M), abgekirzt als: A° (sofern die Bezugsmenge M aus dem
Zusammenhang hervorgeht):

Die Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B enthalt genau die Elemente, diein A oder in B liegen. Das hier
benutzte "oder" (Adjunktion) ist einschlief3end, d.h. ein Element, das sowohl in A asauchin B liegt, gehért auch zur
Vereinigung. Schliefdt man diesen Fall (und damit den Durchschnitt der beiden Mengen) aus, so gelangt man zur sog.
booleschen Summe (die der Digjunktion, d.h. der "entweder-oder”-Partikel entspricht):

m 2.2.2. Definition

A+B=(AUB)\(ANB)

m Bemerkung

Man (iberzeugt sich unschwer von folgender Identitét (Ubung!):

A+B=(A\B)UB\A)
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Gelegentlich heifdt die boolesche Summe (daher) auch "symmetrische Differenz”.

m Kartesisches Produkt (Mengenprodukt)

Ausgehend von Mengen A, B lasst sich in sinnfélliger Weise eine Produktmenge als Gesamtheit aller geordneten
Paare (x, y) konstruieren; dabei werden x € A und y € B gewdhlt. Die so entstehende Menge wird mit AxB
bezeichnet und kartesisches Produkt (auch: Mengenprodukt) von A und B genannt.

m 2.2.3. Definition

AxB={(x, y)|xe Arye B}

Ein geordnetes Paar (X, ) ist als eine Folge der Lange 2 aufzufassen, deren erstes Glied x und deren zweites Glied y
ist. Die definierende Eigenschaft des kartesischen Produkts macht zwar von einem Junktor (A) Gebrauch, benitzt
dartiber hinaus aber in Gestalt des geordneten Paars auch den Begriff der Folge (Zuordnung zu Platznummern).
Insofern z&hlt das Mengenprodukt nicht zu den booleschen Operationen.

m Beispiele

1. Ein Schachbrettfeld wird durch einen SpaltennamenausS={a, b, ¢, d, e, f, g, h} und einen  Zeillennamen aus
Z=1{1,2,34,5,6, 7, 8 gekennzeichnet. Bei Spielbeginn steht etwa der weil3e Bauer auf dem Feld €2, die schwarze
Dame auf d8, usw. Das gesamte Schachbrett besteht aus 64 Feldern (s, z) € SxZ.

2. Die beim kartesischen Produkt beteiligten Mengen kénnen auch identisch sein. So liefert das Produkt NxN die
geeignete mengensprachliche Darstellung des sich im ersten Quadranten ausdehnenden Zahlengitters (der Paare aus
positiven ganzen Zahlen). Dasselbe gilt fir die reelle Zahlenebene, die man sich als Produkt R xR vorstellen kann;
seine Elemente (X, y) werden bekanntlich als kartesische Koordinaten des zugehdrigen Punkts bezeichnet:

v ()

Kartesische Produkte lassen sich zwanglos auf mehr al's zwei Mengen verallgemeinern. Dazu sind lediglich
mehrgliedrige (anstelle von zweigliedrigen) Elementfolgen zu betrachten. Allgemein wird das kartesische Produkt
von n Mengen Aq, ..., A, definiert als Menge aler n-gliedrigen Folgen (sog. n-Tupel) (X, ..., Xn), deren k-te
Komponente X, Element von A ist:

Arx.o . xAn={X1, ..., Xp) [ X1 €E AL A ... A Xy € A}

Ist etwa S eine Strecke (aufgefasst als Menge der auf ihr liegenden Punkte), dann entspricht S? = Sx Sder aus der
Strecke gebildeten Quadratflache, S = Sx Sx S dem Wiirfel, usw.:
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S? und S® sind dabei die Menge der Flachenpunkte (x, y) bzw. Raumpunkte (X, y, 2 mitx, y, ze S.

2.3. Potenzmenge

Welches sind die Tellmengenvon M = {1, 2, 3}? Die Antwort erhdlt man am leichtesten durch eine Aufzahlung der
Teilmengen nach ihrer Anzahl:

Anzahl = 0 :
Anzahl = 1:
Anzahl = 2:
Anzahl = 3 :

®

{1 {2, (3}

{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}
{1, 2,3}

Diese 8 Teilmengen von M lassen sich wiederum zu einer Menge zusammenfassen, die man Potenzmenge von M
nennt und mit (M) bezeichnet. Die Potenzmenge ist also stets eine Menge von Mengen:

PM) =1{0, {

1, {25 {34 {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2 3}}

m Ordnungsdiagramm

Die Elemente der Potenzmenge von {1, 2, 3} lassen sich Ubersichtlich in einem Diagramm anordnen:

{125}

Eine Kante steht dabei fir eine Inklusionsbeziehung. Berticksicht man, dass C transitiv ist, so enthélt dass Diagramm
samtliche Inklusionen zwischen den Teillmengen von {1, 2, 3}.

m 2.3.1. Definition

PA) ={X|XCA
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m Bemerkung

Far endliche Mengen ist im Prinzip klar, wie ihre Potenzmengen zu bilden sind (bel unendlichen Mengen, etwa Z
oder gar R, liegen die Dinge komplizierter). Die Bildung der Potenzmenge erfolgt offensichtlich nicht nach dem
Prinzip der Aussonderung (dazu misste ja eine geeignete Obermenge bekannt sein!). Man sieht sie daher als ein
eigenes Prinzip der Mengenbildung an, durch das eine im Vergleich mit der Ausgangsmenge echt "gréRRere” Menge
erzeugt wird. Fir endliche Mengen I&sst sich dies direkt nachvollziehen (fur unendliche Mengen bedarf es dazu
subtilerer Uberlegungen).

Wir betrachten der Reihe nach die Potenzmengen der leeren Menge, einer 1-elementigen und einer 2-elementigen
Menge:

P(D) = {(} (und nicht etwa = Q')

PAL) = (O, {1})
PL, 2) = {D, {1}, {2, {1, 2}}

Esliegt die Vermutung nahe: Die Potenzmenge einer Menge A von n Elementen besitzt 2" Elemente (Beweisdazu in
Kapitel 3). Daher der Name!

2.4. Algebra der Mengen

Legt man diein 2.2 eingefiihrten Operationen zu Grunde, so |&sst sich mit Mengen dhnlich rechnen wie mit Zahlen.
Wir wollen uns im Folgenden auf boolesche Operationen beschréanken.

Sei M eine flr alles Weitere fest gewahlte Grundmenge (d.h. gemeinsame Obermenge aller zu betrachtenden Mengen
A, B, C, ...). Die booleschen Operationen werden somit in der Potenzmenge (M) ausgefiihrt.

m 2.4.1. Proposition

Fir beliebige A, B, C gilt:

(1) ANB=BNA

(1) AUB=BUA

2@ ANBNO=ANBNC

(2) AUBUOC=AUBUC

® ANBUO=ANBUMKNC
®) AUBNO=AUBNKUC

m Bemerkung

(1) und (1') sind Kommutativgesetze, (2) und (2') Assoziativgesetze, (3) und (3') sind Distributivgesetze, die anihre
arithmetischen Analoga erinnern (vgl. 1.2.1). Allerdings gilt fir Mengen ein zweites Distributivgesetz (3'), dessen
Gegenstiick in der Arithmetik a+ (b-¢) = (a+ b)- (a+ ¢) nicht gilt!
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m Beweiszu2.4.1

Die behaupteten Gleichungen geben einfache logische Beziehungen wieder, die sich rein schematisch durch
Zugehorigkeitstafeln verifizieren lassen. Darunter ist (in Analogie zu den Wahrheitswerttabellen aus 2.1) ein
Fallunterscheidungsschema zu verstehen, das sdmtliche Félle behandelt, die hinsichtlich der Zugehdrigkeit eines
beliebigen Elementes x von M zu einer der beteiligten Mengen A, B, C, ... auftreten kénnen.

Zum Beispiel gibt esfiir ein Element aus M bei den drei in (3') genannten Mengen 22 ( = 8) mogliche Félle von
Zugehdrigkeit (+) bzw. Nicht-Zugehorigkeit (-):

A|B|C|AUB|AUC|BNC|AUBNO |(AUBNMAUOC
+l++] + + + + +
+l+]-] + - + +
+-1+] + + - + +
|+ [+] + + + + +
+ =11 + + - + +
“T+=1T + — _ _ _
=T+ = n Z Z Z

Diein den letzten beiden Spalten angegebenen Wertverlaufe fir die linke und rechte Seite von (3") stimmen tberein,
d.h. ein beliebiges Element von M gehort genau dannzu AU (B C), wennes zu (AU B) (N (AU C) gehort. Die
Identitét (3") ergibt sich somit direkt nach Definition 1.1.1,(3).

Die Uberlegungen zu (1,1',2,2',3) sind véllig analog durchzufiihren (als Ubung).e

Uber das Komplement und sein Zusammenspiel mit Inklusion, Durchschnitt und Vereinigung gibt der folgende

Lehrsatz Auskunft.

m 2.4.2. Proposition

Fur beliebige A, B gilt:

D A=A

(2 Me=0,0°=M

3 AUA* =M, ANA =0

4 AcCB« B°C A°

(6 (AUB=ANB°

(G) (ANB=AUB"

m Bemerkung

Die Gleichungen (5) und (5" heif3en erstes bzw. zweites de Morgansches Gesetz. Die Beweise zu (1)-(4) sind
unmittelbar, zu (5,5") anhand von Zugehdrigkeitstafeln zu filhren (als Ubung!).e
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m 2.4.3. Proposition

Fir beliebige A, B, C gilt:

D A+B+C)=(A+B)+C
()] A+B=B+A

B A+QO=A

4 A+A=0Q

m Beweis

Mit Hilfe von Zugehdrigkeitstafeln (als Ubung!). e

m Bemerkung

Prop. 2.4.2 gestattet es z.B., die Gleichung A + X = B in algebraischer Manier zu I6sen. Ubungshalber vollziehe
man die bel jedem Schritt angewendeten Regeln nach:

A+X =B

A+(A+X)=A+B

(A+A+X=A+B

O+X=A+B

X=A+B

DieLosung X = A+ Bist unmittelbar durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung ("Probe") zu bestétigen.
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l 3. Vollstandige Induktion

Im gewdhnlichen Sprachgebrauch unterscheidet man zwischen Deduktion und Induktion. Man spricht von Deduktion,
wenn eine strenge Ableitung einer Aussage aus bestimmten V oraussetzungen (kurzum: ein Beweis) gemeint ist. Der
Begriff "Induktion” ist hingegen weniger klar festgelegt. Haufig denkt man dabei an eine Art Begriindung (Stiitzung)
allgemeiner Aussagen auf der Grundlage (meist zahireicher) Einzelfédlle. Eine solche Form der Induktion kann nur
heuristischen Wert haben; schlief3lich genligt ein einziges Gegenbeispiel, um eine allgemeine Behauptung zu
widerlegen.

Beispiel fir eine vorschnelle Verallgemeinerung: E(n) stehe fiir "'n? — 79n + 1601 ist eine Primzahl". — Priift man
&E(1), E(2), E(3) usw., so ist man vielleicht versucht zu glauben, &(n) sei fur ale natlrlichen Zahlen n = 1wahr. Fir
n < 79 bestétigt sich dies; alerdingsist die Aussage £(80) falsch!

Eine Induktionsregel der Art, wonach aus der Glltigkeit von Einzelaussagen £(1), &(2), ..., &K) irgendwie die
Gultigkeit von &(n) fur alle n = 1zu gewinnen wére, kann es also nicht geben. Diein der Mathematik gelibte
Induktion verfahrt denn auch anders.

3.1. Das allgemeine Induktionsschema

Die natiirlichen Zahlen leiten sich her vom Vorgang des Zahlens:

Die Figuren dieser Folge entstehen aus der leeren Figur (die der 0 entspricht) durch sukzessives Anhéngen eines
weiteren Strichs an eine einmal erzeugte Figur (Z&hlfigur). Die drei Punkte hinter der zuletzt angegebenen Figur
deuten an, dass das Zahlen prinzipiell beliebig fortgesetzt werden kann.

Ist n eine Zahlfigur, so heifdt n| Nachfolger von n. Mit O wird die leere ZahIfigur bezeichnet, mit 1 ihr Nachfolger,
usw.: 1 =0],2=1|,3 = 2], .... Diegewohnliche Addition wird so erkl&rt, dassn| = n+ 1 gilt. Auf der
Grundlage dieser Konstruktion denken wir unsdie MengeNg = {0, 1, 2, 3, ...} der natirlichen Zahlen (einschliefdlich
Null) gegeben. Es handelt sich um eine unendliche Menge: Alle erzeugten Zahlfiguren sind verschieden, und mit
neNgistauch n+ 1 e Ng. (Dasselbe gilt auch fur die MengeN.)

Vor diesem Hintergrund 18sst sich die Induktion (gelegentlich auch vollsténdige Induktion genannt) als ein Prinzip
gewinnen, das es gestattet, All-Aussagen Uber natiirliche Zahlen zu begriinden, und zwar wie folgt:

Vorgelegt sei eine von n abhdngige Formel £(n). Es soll gezeigt werden, dass &(n) fur ale n € Ny gilt. Dazu geht man
in zwei Schritten vor:
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1. Induktionsanfang (n = 0): Zeige E(0)
2. Induktionsschluss (n—> n+1):  Zeige&N) = &(n+ 1)flr beliebigesn= 0

Nach Durchfiihrung beider Schritte liefert das Induktionsprinzip: Fur allen = 0 gilt &(n).

m Erlauterung

Der Induktionsanfang sichert, dass die fragliche Eigenschaft (Formel) & auf 0 zutrifft. Dabei kann auch eine andere
Startzahl als 0 verwendet werden; in einem solchen Fall liefert die Induktion dementsprechend die Gultigkeit fur alle
n= Startzahl.

Der Induktionsschluss besagt, dass sich die Eigenschaft & von einer (beliebigen) natirlichen Zahl n auf deren
Nachfolger n+ 1 vererbt. Ist dies erst einmal gezeigt, so ergibt sich aus £(0) sofort (1), daraus wiederum &(2), &(3),
usw. Die Glltigkeit von & (n) fUr ein vorgegebenes n ergibt sich somit in n derartigen Vererbungsschritten.

Der Induktionsschluss besteht im Beweis der Subjunktion E(n) = &(n+ 1). Nach dem, was dazu in Bemerkung (1)
im Anschluss an Prop. 2.1.3 gesagt wurde, verlduft die erforderliche Argumentation im Prinzip wie folgt: Man nimmt
an, &(n) gelte fir ein n (sog. Induktionsvoraussetzung). Anschlief3end hat man (unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung!) zu zeigen, dass auch &(n + 1) gilt (sog. Induktionsbehauptung). Wichtig: Mit der
Induktionsvoraussetzung wird keinesfalls unterstellt, &(n) sei fir alle n wahr!

m Prinzip der (vollstandigen) Induktion

Sel &(n) eine von n abhangige Formel (n € Np). Gilt £(0) und ist & nachfolgererblich, d.h. gilt
&E(n) = &+ 1) fur alen, sotrifft & auf ale nattirlichen Zahlen zu, d.h. fur allen = 0 gilt &(n).

Das Induktionsprinzip wird hier nicht bewiesen wie ein gewdhnlicher arithmetischer Satz. Dennoch ist eskeine
unbegriindete Annahme. Eine intuitive Begriindung (wie sie aus der obigen Erléauterung hervorgeht) greift auf die
Konstruktion der natiirlichen Zahlen durch den Z&hlprozess zuriick. Die Induktion wird in der gesamten Mathematik
asein grundlegendes und allgemeines Bewei sschema akzeptiert und praktiziert.

3.2. Beispiele

Anhand einer Reihe von Muster-Beispielen soll nun gezeigt werden, wie man das Induktionsprinzip zum Beweis
mathematischer Aussagen benutzt. Die Frage, wie man auf die betreffenden Aussagen kommt, bleibt dabel zunéchst
ausgeklammert. Die Induktion ist zumeist ein nachtréglich anzuwendendes Beweisverfahren.

m 3.2.1. Proposition

; xXN—1
Firx=lundn=1gilt: 1+ x+ ... +x"1 = 7

Vgl. hierzu Prop. 1.6.2,(2).
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m Beweis

1. Induktionsanfang n = 1: Die Behauptung lautet dann 1 = % , was offensichtlich richtig ist.

2. Induktionsschlussn - n + 1: Die Formel werde fir ein (festes, aber beliebiges) n = 1 als gliltig angenommen
(Ind.vor.). Nachzuweisen ist die Giiltigkeit der Formel firr den Nachfolger n+ 1. Dazu wird der Term x™D-1 ayf
beiden Seiten (der Ind.vor.) addiert:

, X'=1

+ X" = + X
Xx-1

1+X+... +x+1

Schreibt man den Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen mit gemeinsamem Nenner, so ergibt sich:

Xn+l_1
x—1

1+X+...+X"=

Aus 1. und 2. ergibt sich nach dem Induktionsprinzip die Gliltigkeit der behaupteten Gleichung fir alle natiirlichen
Zahlenn= l.e

m 3.2.2. Proposition

Furalen=3gilt: 2">2n+1

m Bewes

1. Induktionsanfang n = 3: linke Seite (1.S.) = 2° = 8; rechte Seite (r.S) =2-3+1=7.Als0l.S.>r.S.

2. Induktionsschlussn —» n+ 1: Esgelte2" > 2n+ 1 fir einn = 3 (Ind.vor.). Esist zu zeigen (Ind.beh.):

21 > 2(n+ 1) + 1. Umauf der |.S. der Ungleichung 2" zu erhalten, multiplizieren wir die Ind.vor. mit 2. Nach dem
Monotoniegesetz (1.3.1,(6)) ergibt sich: 2"-2> 2(2n+ 1) = 4n+ 2. Fiir n = 3ist aber gewiss
4n+2>2n+3=2(n+1)+1, dsoinsgesamt: 2" >2(n+ 1) + 1.&

m 3.2.3. Proposition

Sei M eine (endliche) Menge von n Elementen, n = 0. Die Potenzmenge von M hat dann 2" Elemente.

m Bewes

1. Induktionsanfang n = 0: In diesem Fall ist M = @ und P(M) = {(}, die Potenzmenge hat also 2° = 1Elemente.

2. Induktionsschlussn —» n+ 1: Sei M eine Menge von n Elementen; ihre Potenzmenge besitzt 2" Elemente (Ind.vor.).
Durch Hinzunahme eines neuen (d.h. in M nicht enthaltenen) Elements a erweitern wir M zu einer Menge
M'=M U {a} von n+ 1 Elementen. Esist zu zeigen (Ind.beh.): P(M ") hat 21 Elemente.

Sel X ¢ M'beliebig. X ist genau dann eine Teilmenge von M, wenn a ¢ X. Von diesen gibt es nach Ind.vor. 2". Sei
nunae X ¢ M'. Wir entfernen a und erhalten: X \{a} € M "\{a} = M. Also gibt es (wiederum nach Ind.vor.) auch 2"
Teilmengen X\ {a}. Fugen wir a wieder hinzu, so resultiert daraus dieselbe Anzahl (2") von X ¢ M 'mita e X. Da
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keine Teilmenge, die a nicht enthélt, mit einer Teilmenge, die a enthdlt, tbereinstimmt, erhalten wir die Anzahl von
P(M ") dsdie Summe 2"+ 2" = 2"l o

Den Gebrauch des Induktionsprinzips erlernt man nach und nach durch das Studium von Muster-Beispielen und — vor
alen Dingen — durch eigene Bewei stétigkeit. Zu diesem Zweck werden im Folgenden zusétzliche Beispiel-Aussagen
aufgefhrt, die (wie schon Prop. 3.2.1-3.2.3) auch fur sich genommen von Interesse sind.

m 3.2.4. Proposition

nn+1
FiralenatirlichenZahlenn= 1gilt: 1+ 2+ ... + n= (2 )
Vgl. hierzu Prop. 1.6.2,(1).
m 3.2.5. Proposition
nn+1)2n+1
Fir allenatiirlichen Zahlenn > 1gilt: 12+ 22 + ... + 1 = w

m 3.2.6. Proposition

Fir alle n = 1 gilt: Eine Kreisflache lasst sich durch n gerade, von Rand zu Rand laufende Schnittein
hochstens % (n? + n + 2) Teile zerlegen.

DasBildillustriert den Fall n= 2:

m Beweisezu 3.2.4-6

In der Vorlesung bzw. in den Ubungen!

m Hinweise auf weitere Quellen zur vollstandigen Induktion

1. http://www._uni-Flensburg.de/mathe/zero/aufgaben/_induktion/_induktion._html

2. Schiler-Hefte 11 und XXV der "Kleinen Erganzungsreihe zu den Hochschulbiichern fiir Mathematik™ (VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften): Sominski, Die Methode der vollstéandigen Induktion, 11. Aufl. 1974; sowie:
Golowina/Jaglom, Vollstandige Induktion in der Geometrie, 1973.
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3.3. Das Prinzip der kleinsten Zahl

In Beweisen und Definitionen wird haufig von einer Tatsache Gebrauch gemacht, die anschaulich vollig einleuchtend
erscheint: Es sei & eine Eigenschaft, die wenigstens einer naturlichen Zahl zukommt, d.h. es gilt &(n) fir einn € N);
dann gibt es eine kleinste natiirliche Zahl m mit E(m). Dieses sog. Prinzip der kleinsten Zahl (PdkZ) |&sst sich auch in
der Mengensprache ausdriicken:

m 3.3.1. Proposition

Sei M eine nichtleere Menge natirlicher Zahlen: ) # M c No. Dann gibt esin M ein kleinstes Element,
d.h.einme M derart, dassm < k fir dlek € M.

m Beispid

Seien a, b irgendwel che positiven ganzen Zahlen, etwaa = 6, b = 8. Die Vielfachen von a lauten: 6, 12, 18, 24, 30,
usw.; die Vielfachen von b: 8, 16, 24, 32, usw. Die beiden Vielfachen-Mengen sind nicht disjunkt, es findet sich sogar
ein kleinstes gemeinsames Vielfaches: 24. — Ist dasimmer so? Jal Denn jedenfallsist a- b ein gemeinsames
Vielfaches von a und b, weshalb es nach dem PdkZ auch ein kgV beider Zahlen geben muss.

m Beweisvon 3.3.1

Wir nehmen indirekt an, M besitze kein kleinstes Element, und zeigen mittels vollstéandiger Induktion die
Behauptung: {0, 1, ..., N} M = @ furalen=0.

1. Ind.anf. n = 0: Wéare 0 € M, so wére 0 jedenfalls kleinstes Element von M (entgegen der indirekten Annahme); also
{0NM =0.
2.Ind.schlussn—>n+1:Se {0, 1,...,nfM =@, d.h.dieZahlen0, 1, ..., n samtlich nicht in M. Dann gehdrt auch

n+ 1 nicht zu M, dasonst n + 1 kleinstes Element von M wére. Somit {0, 1, ..., n+ 1} M = 0.

Aus 1. und 2. ergibt sich die Behauptung. Dann muss aber M leer sein, im Widerspruch zur V oraussetzung. e

m Erganzende Bemerkungen (bei der Erstlektiire zu Giber springen)

(1) Daskleinste Element von M (in Prop. 3.3.1) ist eindeutig bestimmt (Ubung!). Es wird mit MinM bezeichnet.

(2) Iss M c N endlich, so gibt esein gréfites Element in M (bezeichnet als Max M). Man identifiziert mit Hilfe des
PdkZ zunéchst die kleinste Zahl m > k flr adlek € M. Esist dann m— 1 das Maximum von M.

(3) Prop. 3.3.1 besagt: Induktionsprinzip — PdkZ. Umgekehrt |asst sich aber auch das Induktionsprinzip aus dem
PdkZ herleiten. Beweisskizze (fur theoretisch Interessierte): Sei & eine Eigenschaft, fur die Induktionsanfang und
Induktionsschluss verifiziert sind. Beh.: E(n) gilt fir alen = 0. — Bew.: Wir nehmen indirekt an, es gdbe ein a, fir das
&E(a) nicht gilt. Sei A die Menge dieser Ausnahmezahlen a; sieist nichtleer und hat nach dem PdkZ ein Minimum ag.
Esist ag > 0, dagemal3 Ind.anf. 0 ¢ A; mithingiltag— 1> 0. Ausap — 1 < ap und der Minimalitdt von ag erhalten wir
ao—1¢ A undd.h.: E(ag — 1). Der Ind.schluss liefert dann die Aussage E(ap), im Widerspruch zu ag € A.



kapitel03.nb

(4) Zu weiteren Varianten der Induktion und ihrer logischen Beziehung untereinander vgl. A. Schreiber: Uber die
vollstandige Induktion und das sog. induktive Schlief3en. In: Beitrége zum math.-naturwiss. Unterricht, Heft 35
(1979), 20-31 [als PDF-Datei verfiigbar unter www . al fred-schreiber.de].

Das PdkZ hat zahlreiche Anwendungen, von denen wir einige noch in spateren Kapiteln kennenlernen werden. Das
folgende Anwendungsbeispiel mag die Ausfihrungen zu Abschnitt 1.2 ergénzen:

m 3.3.2. Proposition

\2 itirrationdl.

m Bewes

Wir nehmen indirekt an, V2 warerational. Dann lieRe sich V2 = % mit geeigneten natiirlichen Zahlenm, n
darstellen. Es wére somit m+/2 ( = n) eine natiirliche Zahl. Wir definieren nun die MengeM = {me N|m+v/2 e N}.
M ist nichtleer; nach dem PdkZ (Prop. 3.3.1) hat sie also ein kleinstes Element my € M. Esist aber leicht zu sehen,
dass die positive (!) Zahl mo(\/i - 1) ein noch kleineres Element von M ist. Diesist ein Widerspruch!

[Sicherheitshalber wollen wir hier die Floskel ("leicht zu sehen™) einmal auf die Probe stellen. Wir tberpriifen, ob die
angegebene kleinere Zahl zu M gehort, und werten dazu die Klammer aus: mo(v2 — 1) V2 =2mp-mp V2.
DefinitionsgemaRist my V2 €N, also gilt auch 2my — my V2 e N. SchlieRlich gilt 1 < v/2 und daher

0 < my(V2 - 1). Diese Kleinigkeiten waren noch zu tiberlegen.]
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l 4. Arithmetische Folgen

4.1. Differenzenrechnung

Arithmetische Folgen (A.F.) Xo, X1, %o, ...sind (nach der Def. 1.5.1) durch die Eigenschaft gekennzeichnet, dass
benachbarte Folgenglieder stets dieselbe Differenz d haben, d.h. x,.1 — X, = d fur allen € N.

Im Weiteren beschéftigen wir uns systematisch mit dem Ubergang von einer Zahlenfolge zu der Folge der
Differenzen ihrer (benachbarten) Glieder.

m 4.1.1. Definition

Ist (x,) eine beliebige Zahlenfolge, so wird definiert A X, := Xn+1 — Xn (N € Ng). Die Differenzen
A Xg, A X1, A Xp, ...bilden eine neue Folge, die sog. Differenzenfolge, notiert: (A x,). Das Symbol A (gelesen: Delta)
nennen wir Differenzen-Operator.

m Beispiele
Sei (x,) dieFolge: 4, -7, 1, 0, 5, 2, 1, 1. Dann lautet die Differenzenfolge (A x,): —11, 8, -1, 5, -3, -1, 0.

Ist die Folge durch ein allgemeines Bildungsgesetz gegeben, so ist der Differenzen-Operator direkt auf den
entsprechenden Ausdruck anzuwenden. Zum Beispiel ergibt sich fir die Folge (c,) aus 1.5,(3):
AcnzA(% (n+1)(n+2)= %(n+2)(n+3)— %(n+1)(n+2)= % M+2)(N+3-n-1)=n+2

Man kann die Anwendung von A nach Belieben wiederholen:

AZXn :=A(Axn)=AXn+1_AXn Z(Xn+2_xn+l)_(xn+l_xn) = Xn+2_2Xn+l‘|'Xn
A3 X 1= A (A% Xg) = A% Xne1 — A2 X = Xnez — 3Xne2 + 3 Xne1 — X
usf.

Esist naheliegend, noch zu setzen: A x, := A X, und A% X, = X,.

Diefolgende Proposition zeigt, dass (bzw. wie) sich durch Summation der Differenzen die urspriingliche Folge wieder
zurlickgewinnen |&sst:
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m 4.1.2. Proposition

n
Fir ganzeZahlenn > m> Ogilt:ZAxk = Xn+1 — Xm

k=m

m Bewes

Die Summe lautet ausgeschrieben: (Xmr1 — Xm) + Kme2 — Xme1) + ... + Xne1 — Xn). Man erkennt ohne weiteres, dass
sich alle his auf zwei Folgenglieder wegheben. Es bleiben: — X, aus der ersten Klammer, x,,1 aus der letzten
Klammer.e

n-1
Firm= OergibtsichausProp. 4.1.2 spezidll dieDarstellung : x, = Xg + ZAxk n=1,2,...).
k=0

4.2. Arithmetische Folgen héherer Ordnung

Prop. 1.5.2,(1) besagt, dass eine A.F. (X,) sich stetsin der Form x, = an + b schreiben |&sst; dabei sind a, b reelle
Zahlen. Umgekehrt ist eine Folge dieser Form stets arithmetisch:

Axps=A@n+b)y=an+1)+b-(an+by=a

Esist dso a die konstante Differenz zwischen benachbarten Folgengliedern und b das Anfangsglied der Folge (wegen
Xo=a-0+b=Dh).

Das Ergebnis lasst sich in folgender Bisubjunktion zusammenfassen:
*) Xn) iItAF. < ex.a,beRmitx,=an+bfiraleneNg

Der Begriff der A.F. soll nun (durch die Einflihrung einer Ordnung) erweitert und verfeinert werden. Dazu betrachten
wir noch einmal die Beispiel-Folge (c,) aus 1.5,(3), fir die wir oben bereits die Differenz(enfolge) berechnet haben:

Ach=n+2

Zwar ist die Folge (cy) selbst keine A.F.; ersichtlich ist aber ihre Differenzenfolge arithmetisch, d.h. die zweite
Differenzenfolge konstant: A2 ¢, = A (n+ 2) = 1. Die Folge (c,) heif}t aus diesem Grund A.F. 2-ter Ordnung. In
entsprechender Weise definiert man A.F. 3-ter Ordnung, usw.

Allgemein:

m 4.2.1. Definition

Sel r = 0 eine ganze Zahl. Eine Zahlenfolge (x,) heif3 arithmetische Folge der Ordnung r (oder: r-ter Ordnung), wenn
die Folge der r-ten Differenzen (A" x,) konstant ( # 0) ist.
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m Bemerkungen

1. Nach der friheren Def. 1.5.1 ist die aus lauter Nullen bestehende Folge O, O, O, ... eine A.F. Aber: Im Sinne der
eben gefassten Def. 4.2.1 kann ihr keine Ordnung zugeschrieben werden.

2. Einekonstante Folge a, a, a, ... mita + 0ist eine A.F. nach Def. 1.5.1. Dadie ersten Differenzen sdmtlich = 0
sind, ist sie nicht von 1-ter Ordnung; vielmehr erhélt sie nach Def. 4.2.1 wegen A° (a) = a die Ordnung 0.

3. Ist (x,) eine A.F. der Ordnung r, so gilt: A™! x, = O fiir allen e No.

m 4.2.2. Proposition

Sei r > 1 eine ganze Zahl. Dann gilt:
(Xn) ist A.F. der Ordnungr > (A" x,) ist A.F. der Ordnung 1

m Bewes

1."=": Nach Def. 4.2.1 ist die Folge der r-ten Differenzen konstant gleich einem von Null verschiedenen Wert a,
d.h. A" x, = a # 0. Auf diese Folge wenden wir die Summation der Differenzen gemal? Prop. 4.1.2 an und beachten
dabel A" x,=A(A"1x):

n-1 n-1
Al x, = A" x + EZA(N‘1 X)) = A" xo + Za: A" x+na
k=0 k=0

Esist somit (A™! x,) eine A.F. (vgl. dazu die Bisubjunktion (*) weiter oben). Wegen A" x, = a # 0 hat die Folge die
Ordnung 1.

2."<=": Nach Def. 4.2.1ist (A (A1 x,)) konstant ( # 0). Wir beachten wieder A" x, = A (A"1 x,) und erhalten: (x,)
ist eine A.F. der Ordnungr.e

Die Frage liegt nahe: Wie sieht das allgemeine "Bildungsgesetz" einer arithmetischen Folge der Ordnung r > 0 aus?

Die nachstehende Aussage gibt eine Antwort fir r = 2.

m 4.2.3. Proposition

(X)) ist A.F. der Ordnung2 < ex.a, b,ceR,a+0, mitx,=an?+bn+cfiraleneN

m Beweis

1."=": Sai (xp) irgendeine A.F. 2-ter Ordnung. Nach Prop. 4.2.2 ist dann (A x,) eine A.F. der Ordnung 1. Diese ist
darstellbar in der Form: A x, = an + b mit reellen a, b, wobei a # 0 (nach Def. 4.2.1, dadie Ordnung 1 ist).
Summation der Differenzen gemal3 Prop. 4.1.2 liefert dann (unter Beachtung von Prop. 1.6.1,(2)):

n-1 n-1 n-1
Xn=Xo+ZAXk=XO+Z(b+ak)=x0+bn+aZk
k=0 k=0 k=0
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Die zuletzt auftretende Summe haben wir schon friher (z.B. Prop. 3.2.4) ausgewertet zu % (n—= 1) n. Insgesamt ergibt
sich damit: X, = %o + (b — %) n+ (%) n?. Wegen % # 0ist x, daher von der behaupteten Form.

2."<=": Sei nun umgekehrt x, = an?+ bn+ c. Man bestétigt nach kurzer Rechnung (Ubung!):
A% Xy = Xnp2 — 2 Xne1 + Xn = ... = 2a. Da a # 0 vorausgesetzt ist, erweist sich (x,) als A.F. 2-ter Ordnung nach Def.
421.¢

In Analogie zu Prop. 4.2.3 zeigt man, dass eine A.F. 3-ter Ordnung die Gestalt X, = an® + bn? + cn+d (mit a # 0)
hat, usw. fur hdhere Ordnungen. Der entsprechende allgemeine Lehrsatz werde hier ohne Beweis mitgeteilt:

m 4.2.4. Proposition

r
(%) istA.F.der Ordnungr < ex.a, ..., a1, 8 € R, & % 0, mitx, = ZaknkaralleneNo
k=0

Fir r = 2 ergibt sich aus dieser Aussage speziell Prop. 4.2.3.

m Bemerkung

Diein 4.2.3 (bzw. 4.2.4) gegebene Kennzeichnung besagt: Das Bildungsgesetz x, einer A.F. r-ter Ordnung ist eine
Polynomfunktion vom Grader mit r + 1 reellen Koeffizienten und ganzzahliger Veranderlicher n = 0; umgekehrt sind
diese Polynomfunktionen stets A.F. der Ordnung r. Daher ist z.B. eine A.F. zweiter Ordnung bereits durch die 3
Koeffizienten a, b, cihrer Polynomdarstellung festgel egt. Hieraus ergibt sich, dass eine A.F. der Ordnung 2 durch
irgend drei ihrer Folgenglieder bestimmt ist (und Uiber ein lineares Glei chungssystem berechnet werden kann).

m Beispid
Gesucht: eine A.F. (xn) zweiter Ordnung mit X, = 1, x5 = 0, X9 = 9.

Losung: Nach Prop. 4.2.3ist X, = an? + bn + ¢ mit noch zu bestimmenden K oeffizienten a, b, c. Diese geniigen
aufgrund der oben vorgegebenen Folgenwerte den Bedingungen:

4a+2b+c =1
25a+5b+c 0
8la+9b+c 9

Nach Auflésung dieses Gleichungssystems (mittel s Schulmethoden) ergibt sich fir das allgemeine Glied der

oy, = 3L R_35 NED
gesuchten Folge: x, = g -+ o

4.3. Figurenzahlen

Ein altes Mittel zur Darstellung natiirlicher Zahlen sind Figuren, die man mit Steinchen oder Pléttchen legen kann.
Hieran erinnert noch das lateinische calculus (kleiner Kalkstein) und das davon abstammende Wort "Kakulieren” (fur
Rechnen).

Steht ein Steinchen fir die Zahl 1, so stellt eine Figur die Anzahl ihrer Steinchen dar. Zum Beispiel reprasentiert das
folgende 3x 5-Rechteck die Zahl 15 und weist gleichzeitig 3 und 5 als deren Teiler aus:



kapitel04.nb

O00CO0o0
OO0 000
O 0000
Durch geschickte Einteilungen der Steinchenmenge einer Figur lassen sich arithmeti sche Zusammenhange aufdecken.

Teilt man z.B. ein Quadrat entlang seiner Diagonalen, so erscheint es als Summe zweier aufeinanderfolgender
Dreiecke:

O O O O
O O O/0
O O0/0 O
0,0 O O

Dem entspricht die Gleichung: 16 = 4% = (1+ 2+ 3+ 4) + (1 + 2 + 3). Z&hlt man die Diagonal e getrennt, so ergibt
sich: 42=4+2(1 + 2 + 3) und damit fiir die 3-te sog. Dreieckszahl:

2-4 3.4
1+2+3= ==
+Z+ > 5

Allgemein erhdlt man auf diese Weise die n-te Dreieckszahl (die uns bereits friiher als Summe der ersten n natirlichen
Zahlen begegnet ist):

_(M+1?-(+1  nn+1)
B 2 2

1+2+...+n

Esliegt nahe, mit Steinchen regelmaflige Vielecke beliebiger Eckenzahl r = 2 zu legen. Die 2-Ecke entstehen
schrittwei se durch Anlegen eines zusétzlichen Steinchens an das erste 2-Eck (bestehend aus einem Anfangssteinchen,;
auch das erste Dreieck besteht jaaus 1 Stein!). Den Ubergang vom n-ten zum (n + 1)-ten r-Eck veranschaulicht fiir

r = 4 diefolgende Figur:

OENONN
o O 00

O
O
O

O O @

O Ole

Das 4-te Quadrat hat man sich dabei aus dem 3-ten Quadrat entstanden zu denken, indem ein "Winkel" mit 3
(=4 - 1) neuen Ecken hinzugefugt wird; zwischen je zwei dieser Ecken befinden sich 2 ( = 4 — 2) der neuen
Steinchen.

Dieser Aufbauschritt I4sst sich leicht auf das r-Eck verallgemeinern. Wir bezeichnen mit F, die Anzahl der
Steinchen im n-ten r-Eck. Dann entsteht Fy,,.1 " aus F,™ durch Hinzunahme der entsprechenden Winkelfigur. Diese
besitzt r — 1 neue Ecken sowie je n — 1 neue Zwischensteine auf r — 2 Seiten. Damit erhalten wir:

*) AR =F 1" -FO=r-1+r-2(n-1)=r-2)n+1

Dafir n = 1 aller-Ecke aus einem einzigen Steinchen bestehen, ist es sinnvoll, Fo™ = 0 zu vereinbaren. Dann gilt
Glg. (*) fur dler = 2 und n = 0. Man mache sich den Sachverhalt z.B. auch fur r = 3, 5und 6 klar!
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m Bemerkung

Die eben hergeleitete Gleichung ermdglicht es, eine r-Eckszahl aus der unmittelbar vorangehenden r-Eckszahl zu
berechnen. Wegen dieses Ricklaufs auf V organgerwerte spricht man von einer Rekursion oder rekursiven
Darstellung. Im Unterschied dazu erlaubt eine explizite Darstellung die direkte Berechnung des betreffenden Wertes
durch Auswertung einer Formel.

Eine explizite Formel fir die n-te r-Eckszahl liefert der folgende L ehrsatz:

m 4.3.1. Proposition

nin-1
Fil? =n+(r-2) (n-1

m Beweis|

Durch vollstéandige Induktion (nach n). Beim Induktionsschluss benutzt man zweckméafigerweise die rekursive
Gleichung (*). Zur Ubung!

m Beweisl|

Die explizite Darstellung von F,"” kann auf direktem Wege durch die Methode der Summation der Differenzen
gewonnen werden. Die Grundidee |8sst sich nun auch geometrisch veranschaulichen: Eine Figur (hier: ein

regel mafdiges r-Eck) nichts danach anderesist als die Summe aler zu ihrem schrittweisen Aufbau hinzugenommenen
"Winkel-Figuren":

OO0 OO0
O o Olo
o ololo
olololo

Wir verwenden Prop. 4.2.1 sowie obige Glg. (*) und erhalten allgemein:
n-1 n-1 n-1
Fn® = Fp® — Fo®» = ZA FO = Z((r —Kk+D)=n+(r —Z)Zk
k=0 k=0 k=0

Wertet man noch die Summein der letzten Zeile aus (vgl. Prop. 3.2.4), so ergibt sich die behauptete Formel.e

m Bemerkung

AusGlg. (*) folgt: A2 F,™ = A((r —2)n+ 1) = r — 2. Demnach bilden die r-Eckszahlen (fiir r = 3) arithmetische
Folgen der Ordnung 2.
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4.4. Potenzsummen

Die bisher immer wieder aufgetauchte (und ausgewertete) Summe 1 + 2 + ... + n gibt Anlass zu dem allgemeineren
Problem, beliebige Potenzsummen, d.h. Summen der Form

Sn) =1k + 2% 4 4k
(mit k € Np), ebenfallsin geschlossener Form darzustellen.
Trivialerweiseist S(n) = n, und wir kennen schon S;(n) = ”(—”;1—) (ferner: Sy(n) aus Prop. 3.2.5 und S3(n) aus den
Ubungen). In der allgemeinen Form handelt es sich um kein leichtes Problem. In den Féllenk = 2, 3, 4, 5 kommt man

aber auf einfache Weise mit der Methode der Summation von Differenzen zum Erfolg (und sieht dabei im Ubrigen,
wie das Verfahren grundsétzlich auch im allgemeinen Fall fortzufiihren ist).

Um Sy(n) auszuwerten, betrachtet man die Differenzenfolge der Kubikzahlen:
Ak¥=(k+1°-k¥=3Kk2+3k+1

AnschlieRend summiert man die Differenzen nach Prop. 4.2.1:

(n+1)3—1=ZAk3=Z(3k2+3k+1)=3$(n)+3$1(n)+n
k=1 k=1

Dawir S;(n) bereits kennen, 18sst sich diese Gleichung nach Sy(n) aufldsen:

nn+1)2n+1)

S = 6

Um S3(n) auszuwerten, summiert man in derselben Weise A k* = 4k3 + 6 k? + 4k + 1 und erhélt;
N+D*-1=4S(N) +6S(N) +4S;(N) +n

Danun schon S;(n) und Sy(n) bekannt sind, kann die Gleichung nach S3(n) aufgel st werden. Man gewinnt nach
kurzer Rechnung (Ubung!) die tiberraschende Forme!:

n2(n + 1)

_ 2
7 =S(n)

S =

Das Verfahren lasst sich in derselben Welse fortsetzen, um S4(n), Ss(n), ... zu berechnen. Auf jeder Stufe braucht man
dabel alle Ergebnisse der friheren Stufen.
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l 5. Teilbarkeit

5.1. Division mit Rest, Teilbarkeitsrelation

m Eine Aufteilungsaufgabe

Sollen 17 Pralinen an 5 Personen gleichmafdig verteilt werden, so kann dies auf mehrere Weisen geschehen: Jede
Person erhdlt 1 Praline (Rest 12) oder 2 Pralinen (Rest 7) oder 3 Pralinen (Rest 2). Verlangt man, dass der Rest so
klein wie moglich sein soll, so muss er kleiner als der Divisor (hier also: < 5) sein. Es gibt dann genau eine
Aufteilung, namlich digjenige gemald der Gleichung 17 = 3-5 + 2. Die Bedingung "Rest < Divisor" ist jedoch im
allgemeinen fir eine eindeutige Aufteilung noch nicht hinreichend. So lassen sich Schulden von 17 Euro auf 5
Personen z.B. wiefolgt mit einem Rest < 5 aufteilen:

~17=(-2)-5+(-7)
~17=(-3)-5+(-2
~17=(-4)-5+3

In der letzten Gleichung ist der Rest nichtnegativ; dies erzwingt eine eindeutige Darstellung.

m Veranschaulichung an der Zahlengeraden

Wir stellen die beteiligten ganzen Zahlen a = b > 0 durch Strecken dar. Fur die Division mit Rest a: b kann man b
solange von a wegnehmen, bis der Rest r (zum erstenmal!) kleiner alsb wird; esist dannr > 0. Der Sachverhalt |asst
sich auch additiv deuten: Dazu trage man a auf der Zahlengeraden als Strecke von 0 bis a ab und anschlief3end
(ebenfalls bei 0 beginnend) die Strecke b. Solange der Endpunkt von b nicht rechts von a liegt, wird die Strecke b an
den rechten Endpunkt der zuletzt abgetragenen Strecke angehéangt:

b b b b b

™
| |

0 a

Aus dieser Veranschaulichung wird einsichtig, dass es einen Vervielfacher g (eine nicht-negative ganze Zahl) gibt, so
dass0 < qb < agilt, jedoch (g + 1) b > a. Die (ganzzahlige) Division a: b hat demnach den Rest r = a—gb.

Der folgende (grundlegende und wichtige) Satz von der Division mit Rest formuliert den Sachverhalt allgemein:
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m 5.1.1. Proposition

Seiena, be Z, b > 0, beliebig. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen g, r € Z, fur diegilt: a=qb+r
undO=<r<h.

m Bewes

Der Beweiswird in drei Schritten geftihrt. In 1. und 2. wird die Existenz der behaupteten Darstellung bewiesen, in 3.
ihre Eindeutigkeit.

1. Wir nehmen zunéchst a = O an. Ist b > a, so ist die Behauptung mit g = O und r = a erfillt. Fir das Folgende wird
daher b < a vorausgesetzt. Wir definieren q als kleinste positive Zahl k, fur die (k + 1) b > a gilt, was (nach dem

Pdkz) moglichist, da es mindestens ein k mit der geforderten Eigenschaft gibt (etwak = a). Esbleibt gb <azu
zeigen. Wére gb > a, so hétten wir mit g; = q — leine positive Zahl < q mit (q; + 1) b > a. Dies steht im Widerspruch
zur Minimalitédt von g. Setzen wir fiir den gesuchten Restr = a—qgb, soistr = 0, es sind also alle Bedingungen erfillt.

2. Nun werde a < 0 vorausgesetzt. Wir setzen a; := |a| > 0 und erhalten nach Nr. 1 eine Darstellung: &g = gy b+ 13
mit O < r; < b. Nach Definition des Absolutbetrags ergibt sich: —a=q; b+ rq, also:

*) a=(—q)b+(-rp)

Istry =0, sosind wir fertig. Andernfallsist r; > 0 und damit —b < —r; < 0. Additionvon b liefert 0 <b—r; <b, es
istasof :=b—ry eingeeigneter Rest. Passend zu f setzen wir § := —g; — 1 und bestétigen unter Verwendung von (*):

gb+fP=(-qm-Db+b-r)=(-qpb+(-rp=a

3. Inden Nrn. 1-2 wurde lediglich die Existenz der behaupteten Darstellung bewiesen. Es fehlt noch der Nachweis,
dass es hichstens eine (und damit: genau eine) solche Darstellung gibt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an:
a=qb+ryunda=qgyb+ry,wobei O<rj<bfiri=1, 2, undfolgern hierausq; = o undry = ro.

Ohne Einschrénkung kann ry > r, vorausgesetzt werden. Ausgehend von gy b+ r; = g2 b + ro und den Ungleichungen
fur die Resteergibt sich: 0 < (qp — 1)) b=r1 —ro, <b-ry < b. Nach Division durchbwird daraus: 0 < g — 01 < 1,
also g; = gp; damit ergibt sich direkt auchr, =r,. e

m 5.1.2. Definition

Die zu ganzen Zahlen a, b (b > 0) eindeutig bestimmten g, r € Z heifRen Quotient (auch: Ganzteil) bzw. Rest der
Division a: b. Fir den Quotienten g schreibt man [%] der Rest r wird notiert: amod b (gelesen: "a modulo b").

m Beispid

[‘T”] =—4und (-17) mod5 = 3. Aber: —17mod5 = —2 (mod bindet starker als —, +, -, /).

m 5.1.3. Definition

Sind a, b ganze Zahlen; b heil3 Teiler von a (oder: a durch b teilbar), wenn esein g € Z gibt mita=b-q. In diesem
Fall schreiben wir: b| a, anderenfals. b r a.
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m Erganzende Hinweise

1. In Definition 5.1.3 wird die Teilbarkeitsrelation im Wesentlichen dadurch gekennzei chnet, dass eine Division-mit-
Rest-Gleichung besteht, deren Rest = O ist. Andersalsin Prop. 5.1.1 kann allerdingsb < 0 sein. Der Fall b = 0ist nur
moglich fir a=0 (weil 0=0-qfuralleq). Esgilt somit 0|0, jedoch O« a, fallsa + 0.

2. Fur b # Oist dieganze Zahl g mit a = b- q eindeutig bestimmt und heif3t dann Komplementérteiler zu b.

3. Warnung: Die Schreibweise b | aist keinesfalls mit dem Bruchterm b/ a oder % zu verwechseln! Ein Bruchterm
wie % ist der Name fiir eine rationale Zahl. Hingegen ware 3| 2 eine Aussage (!) (und zwar die falsche Aussage, dass
3einTeiler von 2ist).

In folgendem Lehrsatz sind einfache und grundlegende Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation zusammengestel It.

m 5.1.4. Proposition

Fir alleganzen Zahlena, @', b, b', ¢, X, y gilt:
(0] alo

2 blaralbe |a|=|b]|

3 clbarbla=c]|a

(49 blaabla’=bb'|aa’

(5) cbjcarc+t0=bla

(6) claanclb=c|xa+ yb

@) claac|b= c|lamodb

m Beweis
(1)-(5) bleiben zur Ubung.

Zu (6): Nach Vor. und Def. 5.1.3 gilt: a = cty, b = ct, flr geeignete ganze Zahlen ty, t,. Damit ergibt sich
xa +yb=xct; + ycty, = c(xt; + ytp), d.h. c kommt als Faktor in xa + yb vor.

Zu (7): Wie unter (6) lasst sich schreiben: a = cty, b = ct, Nach Prop. 5.1.1 haben wir eine Darstellung: a=qb +r.
Damit ergibt sich. amodb=r =a-qgb=ct; —qct, = c(t; — qt), dsoc|amodb. &

m Vidfachensummen

Zu gegebenen Zahlen a, b heil3en Ausdriicke der Form xa + yb mit x, y € Z (ganzzahlige) Vielfachensummen (oder:
Linearkombinationen) von a, b. Entsprechend lassen sich zu ganzen ay, ..., a, Vielfachensummen x; a; + ... + Xp an
bilden, waobei X1, ..., X, € Z. Ihre Gesamtheit (Menge) werde mit L(ay, ..., ay) bezeichnet.
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m Bemerkungen zu 5.1.4

5.1.4,(6) besagt: Ein Teiler gegebener Zahlen teilt jede Vielfachensumme dieser Zahlen. (Dies gilt natirlich auch fir
Viefachensummen von mehr als zwei Zahlen.)

5.1.4,(7) kann mit Bezug auf eine Division-mit-Rest-Darstellung so formuliert werden: Ein Teiler von Dividend und
Divisor ist auch Teiler des Restes.

m Teilermengen

Esist zweckmaf3ig, die positiven Teiler einer ganzen Zahl a in einer Teilermenge T(a) zusammenzufassen:
T(a):={teN]|tistTellervona}

Esist stets1 € T(a) (trivider Teiler). Ferner gilt T(0) = N, jedoch sind die Teilermengen T(a) fur a + 0 endlich, z.B.
istT(4) ={1, 2, 4, und T(6) = {1, 2, 3, 6}. Ihr Durchschnitt enthélt die gemeinsamen (positiven) Teiler:
T N T(6) ={1, 2}. Wir notieren; T(a, b) := T(a) () T(b), und allgemein:

T@y, ...,an):=T@) ... N T(@an)

DieMenge T(ay, ..., a,) ist endlich, wenn mindestensein a; + O ist. In diesem Fall hat T(a, ..., a,) ein Maximum:
den gréfdten gemeinsamen Teiler von ay, ..., a,, bezeichnet alsggT(ay, ..., &,). Zum Beispid gilt:
ggT(4, 6) = Max T(4, 6) = 2. — Fur jedesganze a # 0 gilt: ggT(a, 0) = |a|.

Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation lassen sich mit Hilfe von Teilermengen ausdriicken. Einige niitzliche Varianten
enthalt der folgende L ehrsatz:

m 5.1.5. Proposition

1) blassThcT@
2 T(a, b)c T(xa+yb)
(3 T(a b)=T(b,amodb)

m Bewes

Zu (1)."=": Sei c € T(b); dannist aufgrund von Prop. 5.1.4,(3) (Transitivitdt): c|a, d.h.ce T(a). - "<": Esist
b e T(b) c T(a), mithin: b|a.

Zu (2). Direkt aus Prop. 5.1.4,(6).

Zu (3). T(a, b) ¢ T(b, amodb) ergibt sich direkt aus Prop. 5.1.4,(7). Bleibt T(b, amodb) ¢ T(a, b) zu zeigen. Fir den
Rest r ;= amodb gilt eine Darstellung: a=b g+ r mit g € Z. Man sieht unmittelbar, dass ein gemeinsamer Teiler
vonbundr auch ein Teiler vonaist, dso € T(a, b). ¢

m 5.1.6. Definition

(1) Eine nattrliche Zahl p heif3t Primzahl (oder kurz: prim), wenn T(p) genau zwei Elemente hat.
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(2) Irgend zwei ganze Zahlen a, b heilRen relativ prim (oder: teilerfremd), wenn ggT(a, b) = 1.

m Bemerkung

Aus Def. 5.1.6 ergibt sich unmittelbar: 2 ist eine Primzahl, 1 jedoch nicht. Ferner: Je zwei verschiedene Primzahlen
sind teilerfremd. Ist p eine Primzahl und p « a, dann sind a, p teilerfremd. — (Alle Begriindungen zur Ubung!).

5.2. Der euklidische Algorithmus

Euklid (von Alexandria) hat in seinem beriihmten mathematischen L ehrbuch Elemente (ca. 300 v. Chr.) ein Verfahren
der (subtraktiven) Wechselwegnahme beschrieben, mit dem sich das gemeinsame Mal3 zweier Grélzen bestimmen
lasst. Dieser Algorithmus gehort zu den testen und wichtigsten in der Mathematik.

Handelt es sich um geometrische Groéf3en, z.B. Langen von Strecken, so bricht das Verfahren nicht immer ab. Zu den
bekanntesten Féllen, in denen solche "inkommensurablen™” Gréf3en auftreten, gehdren: Seite und Diagonale des
Quadrats sowie Seite und Diagonal e des regel mafdigen Funfecks.

Im Bereich der ganzen Zahlen endet jede Wechselwegnahme nach endlich vielen Schritten (warum?). Der Vorgang
l&sst sich im Ubrigen dadurch verkiirzen, dass man Subtraktionen mit demselben Subtrahenden in einer Division mit
Rest zusammenfasst. Statt also 5 von 17 dreimal nacheinander "wegzunehmen”, fuhren wir ein einziges Mal die
Division 17: 5 (mit Rest 2) durch. Bei der anschlielfenden Division tbernimmt der alte Rest 2 dann die Rolle des
neuen Divisors.

Der vollstdndige Ablauf des euklidischen Algorithmus soll hier zundchst an einem Beispiel dargestellt werden.

m Beispid

Fir a = 48 und b = 34 entsteht die folgende Divisionskette:

Aktueller Rest
34 rir=>b
48=1-34+14 r
34=2-14+6 ra
14=2-6+ 2 ra
6=3-2+0 [Bel Rest rs = 0 hélt das Verfahren an.]

Der letzte nicht verschwindende Rest r4 ( = 2) geht in seinem Vorgénger r3 ( = 6) auf; somit geht er in sémtlichen
Resten auf und ist ein gemeinsamer Teiler von a und b. Darlberhinausist er sogar grofiter gemeinsamer Teiler von a
und b.

Allgemein zeigt dies der folgende Satz vom euklidischen Algorithmus:
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m 5.2.1. Proposition

Seien a, b ganze Zahlen mit a > b > 0. Dann wird durch rg = @, r; = b und fortgesetzte Division mit
Rest: rg = Oks1 Mks1 + ks (K =0, 1, 2, ...) eine streng-monoton abnehmende Folge

ro, 1, 2, ...Nicht-negativer ganzer Zahlen definiert, deren letztes nicht-verschwindendes Glied der
grofite gemeinsame Teiler von a und b ist.

m Bewes

1. Die Folge der Reste nimmt ab, da jeder neue Rest durch die Division mit dem unmittelbaren V organgerrest
entsteht. Nach endlich vielen Schritten wird auf diese Weise der Rest 0 erzwungen.

2. Nach Prop. 5.1.5,(3) besitzt das Restepaar ry, ry.1 dieselben gemeinsamen Teiler wie das Restepaar ry, 1, Mki2-
Mithin sind (wenn wir die Division-mit-Rest-Folge von oben nach unten durchlaufen) die gemeinsamen Teiler von
a, b dieselben wiedievonry,, O (wennr, > 0undry,1 = 0). Infolgedessen ist r, = ggT(rn, 0) = ggT(a, b). &

m Bemerkung

Der euklidische Algorithmus (E.A.) kann im Prinzip als wiederholte Anwendung der Gleichheit 5.1.5,(3) aufgefasst
werden. Man beachte: Esist gleichgultig, welche der beiden Zahlen a, b zu Beginn des Verfahrens als Divisor
genommen wird:

T(34, 48) = T(48, 34 mod 48) = T(48, 34)
= T(34, 48mod 34) = T(34, 14)
= T(14, 34mod 14) = T(14, 6)
=T(6, 14mod6) = T(6, 2)
=T(2,6mod2) = T(2, 0)
=1{1,2

Wir formulieren und beweisen nun eine bedeutsame Folgerung aus dem Satz Uber den E.A. (sog. Lemma von Bachet):

m 5.2.2. Proposition

Fur alea, be Z gilt: ggT(a, b) € L(a, b)

In ausfuhrlicher Formulierung: Der grofdte gemeinsame Teiler d von a, b ist as Vielfachensumme
(Linearkombination) von a und b darstellbar, d.h. es gibt ganze Zahlen x, vy, fir diegilt: d = xa + yb.
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m Beweis

Nach Prop. 5.2.1ist d = ggT(a, b) der letzte im E.A. auftretende positive Rest. Zum Beweis der Behauptung wird
gezeigt, dass sich sdmtliche Reste ry a's Linearkombinationen von a und b darstellen lassen. Fir ro =aundr, = bist
dies sofort ersichtlich. Auch fiir r; gilt: r, = a— g; b. Damit berechnet man den néchsten Rest:
rs=ri—goro=b—-gx(a—qyb) =a(—qp) + b(1 + g; ap), usw. fir diefolgendenk = 4, ..., n. Imletzten Schritt erhalt
man: d = r, = Linearkombination von aund b. ¢

m Bemerkungen und Beispiel

Der obige Beweis beschreibt ein Verfahren, mit dem sich die gesuchten Koeffizienten x, y effektiv berechnen lassen.
Durch ein "usw." wird darin die Fortsetzung einer Schrittfolge angedeutet, die streng genommen eine vollsténdige
Induktion erfordert (was allerdings das Verstandnis etwas erschwert). Eine genauere Darstellung findet man unter
http://ww.uni-flensburg.de/mathe/zero/zero.html (anschlielend wéhlen: Veranstaltungen >
Algorithmen mit Mathematica > Der ggT als Vielfachensumme).

Fir den ggT von 48 und 34 ermittelt man mit diesem Verfahren die Linearkombination wie folgt:
0gT(48,34)=2=14-2.6
=14-2.(34-2-14)=(-2)- 34 + 5-14
=(-2)-34 +5- (48-1-34)
=48-5+34- (=7)

Seinen Namen verdankt das in Prop. 5.2.2 ausgesprochene Lemma dem franzdsi schen Edelmann Bachet de Méziriac
(1581-1638). Mit ihm lassen sich weitere wichtige Aussagen der Teilbarkeitslehre gewinnen:

m 5.2.3. Proposition
Fir natrliche Zahlen a, b, c gilt:
(1) ggT(@ b)=1Ablac = b|c
(2) pprima plab = plav p|b

m Bewes

Zu (1): Nach Prop. 5.2.2 schreiben wir ax + b y = 1 fir geeignete ganze Zahlen x, y, alsoacx+ bcy = c. Dab das
Produkt ac teilt, gibt eseinq € Z mitbq = ac. Darausfolgt: c=bqx+bcy=b(gx+ cy). Mithinist b Teiler von c.

Zu (2): Ist p Teiler von a, soist nichts zu zeigen. Im Falle p + a hat man ggT(p, a) = 1(vgl. die Bemerkung zu Def.
5.1.6). Nach der gerade bewiesenen Aussage (1) ist daher p|b. &
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m Bemerkung

Die Aussage von Prop. 5.2.3 findet sich bereitsin den Elementen des Euklid. Sie wird oft als Hilfsmittel
herangezogen und heif3t daher gelegentlich auch Lemma von Euklid. In mathematischer Umgangssprache: st der
Teiler eines Produkts relativ prim zu einem der Faktoren, so teilt er den anderen Faktor.

5.3. Lineare diophantische Gleichungen

Fur das Folgende setzen wir generell voraus: a, b, ¢ € Z; mindestens eine der beiden Zahlen a, b ist von Null
verschieden.

m Aufgabe

Suche sdmtliche Paare ganzer Zahlen (X, y), welche die Gleichungax + by = c erfillen.

Bei diesem Aufgabentyp handelt sich um eine lineare Gleichung in zwel ganzzahligen Unbekannten mit ganzzahligen
K oeffizienten. Der kennzeichnende Zusatz "diophantisch” geht zuriick auf den griechischen Mathematiker
Diophantos von Alexandria (um 250 n. Chr.).

m Beispid

Man betrachte: x + y =3

Eslassen sich unmittelbar L dsungspaare finden, etwa (x, y) = (1, 2) oder (X, y) = (-5, 8), usf. Ebenso einfach
Uberlegt man sich die Form der allgemeinen Ldsung (L 6sungsgesamtheit). Offenbar kdnnen wir eine der beiden

Unbekannten willkdrlich mit einer Zahl belegen, z.B. x = m (mit beliebigem m € Z). Dadurch ist die andere
Unbekannte festgelegt: y = 3 — m. Die Glg hat also die L dsungsgesamtheit (x, y) = (m, 3—m) mitme Z.

Nicht in allen Féllen liegt die Lésung so auf der Hand. Dennoch ist auch die Behandlung des allgemeinen Fallsim
Prinzip einfach. Der E.A. (samt Darstellung des ggT als Vielfachensumme) erweist sich dabel als nitzliches
Werkzeug.

Wir gliedern die Diskussion in drei Schritte:

l. Wannist dieGlg ax+ by = c Uberhaupt |6sbar?
. Wie findet man eine (einzelne) Ldsung?

I1l.  Wiefindet man alle Lésungen (die Ldsungsgesamtheit)?

Zul.Hat dieGlg48x+ 34y = 11eine L6sung? Die Antwort lautet: Nein. Denn da der ggT von 48 und 34 (hier: 2)
die linke Seite der Gleichung teilt, misste er auch in der rechten Seite (hier: 11) aufgehen. Anders verhdlt es sich bel
der Glg 48 x+ 34y = 12. Sie besitzt eine Lésung. Denn Prop. 5.2.2 liefert ganze Zahlen x4, y; (hier: x, =5, y1 = -7)
mit 48 x; + 34 y; = 2. Nach Multiplikation mit 6 erkennt man sofort die Lésung: (X, Yo) = (6 X1, 6 y1) = (30, —42).
Allgemein: ax + by = cist genau dann [Gsbar, wenn ggT(a, b) ein Teiler von cist.

Zu Il. Wir sahen bereits am Beispiel unter Punkt 1.: Ist die Glg |6sbar, so ergibt sich eine spezielle L ésung (auch
partikulére L 6sung genannt) wie folgt: Man berechnet zunéchst d = ggT(a, b) mit dem E.A. sowie Koeffizienten
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X1, Y1 fUr seine Darstellung als Vielfachensumme: d = x; a+ y; b. Anschlief3end multipliziert man mit dem
Komplementarteiler ¢; aus ¢ = ¢, -d und erhalt die partikuldre Lésung: (Xo, Yo) = (C1 X1, C1 Y1). Wir setzen siein die
Glg einund bestétigen: axg+bypy=c¢1-(axg+by))=ci-d=c

Zulll. Man erhdt eine Lésung (X, y) von (*) ax+ by = c stetsin der Form:

X=X+ Xn

Y= Yo+ Yh
wobel (X, Yh) €ne Lésung der zu (*) gehérigen homogenen Glgax+ by = 0ist. Denn (Xg + Xn, Yo + Yh) ist €ine
Lésung von (*):

a(Xo + Xn) + b(Yo + Yn) = (@X + b Yyo) + (@Xa +byn) =c+0=c

Sind umgekehrt (X, y) und (Xo, Yo) L8sungen von (*), so ergibt sich durch Subtraktion der Glgenax + by = cund
aXo + by =csofort a(x— xg) + b(y — yo) = 0; esist also (X, Yn) := (X— Xo, Y — Yo) €ne Lésung der homogenen Glg.

Die noch verbleibende Aufgabe besteht also in der Bestimmung sémtlicher x, y € Z mit ax+ by = 0. Dividiert man
diese Glg durch d, so ergibt sich: a; x+ b; y =0, wobei a=a; d undb = b, d. Dieay, b; sind dann teilerfremd
(Ubung!). Formen wir die homogene Glg um zu a; x = —b; y, so ergibt sich aus dem Lemmavon Euklid: by | x und
a; | y. Esgibt also ganze Zahlen m, n mit x = mb; und y = na;. Aus a(b; m) + b(a; n) = 0 folgt nach Division durch
ab; (=bay) schliefdlich: m= —n. Daher ist

( )—(bm am)mitm A
Xh, Yh) = a™ g IS

die L 6sungsgesamtheit der homogenen Gleichungax+ by = 0.

Wir wenden diese Erkenntnisse auf das Beispiel 48 x + 34 y = 12 an: Die zugehérige homogene Glg 48 x+ 34y =0
besitzt die Losungen (s, yn) = (17m, —24m) (m € Z). Somit hat die Ausgangsglg die allgemeine L ésung
X ¥Y)=@0+17m, -42-24m) (m € Z).

Wir fassen die Ergebnisse der Diskussion zusammen:

m 5.3.1. LOsungsverfahren

Gegeben: eine lineare diophantische Glg (*): ax+ by=—c
1. Man berechne d = ggT(a, b) mit dem euklidischen Algorithmus.
2. (*) l6shar < d | c.
In diesem Fall bestimme man x;, y1 € Z mitd = ax; + b y; und fahre fort.

3.%0= X1 <, Yo = Y1  ist eine partikul&re Losung von (¥).

4. X=Xg+ % m y=Yo— % m (m e Z) ist die allgemeine Ldsung von (*).

5.4.ggT und kgV

Das Lemmavon Bachet besagt, dass sich der gréfite gemeinsame Teiler d zweier Zahlen a, b stets als
Vielfachensumme von a und b darstellen 18sst:
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de L(a b

Er ist aber nicht einfach "irgendeine" unter den méglichen Linearkombinationen xa + y b. Zunachst einmal missen
die x, y so gewahlt werden, dassd = xa+ yb > 0ist. Dieslegt es nahe, nur die positiven Vielfachensummen zu
betrachten. Wir verwenden die Abkiirzung

L b :=L@Ea b NN

bzw. allgemein: £*(ay, ..., &) := L(a4, ..., &) [ N. Offensichtlich ist L*(a, b) eine nichtleere (!) Menge natiirlicher
Zahlen. Sie besitzt (nach dem PdkZ) ein Minimum, und zwar ist dieses kleinste Element gerade der ggT von a, b.
Diese entscheidende Erkenntnis spricht in allgemeiner Form (d.h. fiir beliebige ganze Zahlen ay, ..., a,) der folgende
Hauptsatz Gber den ggT aus:

m 5.4.1. Proposition

Seienay, ..., &, € Z beliebig und nicht alle = 0. Dann gilt:
goT(@y, ..., an) = Min L (&, ..., a).

m Bewes

Wir setzen zy := Min L*(ay, ..., a,) und haben dann zu zeigen: zp = ggT(ay, .., a).

Zunéchst schreiben wir z als Vielfachensumme: zg = x; a1 + ... + Xp an. Istt € T(ay, ..., ay) (6in gemeinsamer Teiler
der g und damit t | &), so gilt auch t| zy (nach Prop. 5.1.4,(6)) und damit t < z,, insbesondere also: ggT(a; ..., a,) < Z.

Esbleibt noch zu zeigen: zy < ggT(ay, ..., an). Wir weisen dazu nach, dass ale a durch z; teilbar sind. Denn dann ist
eT@)...N Ty =T(@y, ..., ay), d.h. zg ein gemeinsamer Teiler (der natirlich hdchstens so grof wie der
grofte gemeinsame Teller sein kann).

Dadie Vidfachensumme bzgl. der a4, ..., a, vollig gleichartig aufgebaut ist, kdnnen wir uns stellvertretend darauf
beschranken, zg | a; zu beweisen. Dazu machen wir Division mit Rest: a; = qzy + r, 0 < r < Z. Fir den Rest ergibt
schir=a—-qz=a—-qXga1+ ... + Xq &) = (1—qx1)a1+2’j‘:2(—qxj)aj. Diese Darstellung vonr als
Vielfachensumme der &y, ..., a kann nicht positiv sein, weil dannin £*(ay, ..., &,) ein Element gefunden worden
waére, das kleiner ist als das Minimum Z,. Somit kann nur r = 0 sein,und d.h.a; = qz. &

m 5.4.2. Proposition

d=9ggT(@, ..., a) < T(d)=T(y, ..., a)

m Beweis

Die Behauptung ergibt sich aus Prop. 5.4.1. Letztere wird in der Beweisrichtung "=" fir die Inklusion
T(ay, ..., a,) C T(d) bendtigt. Die Einzelheiten bleiben als Ubung. &
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m Daskleinste gemeinsame Vielfache

Der ggT zweler Zahlen a, bist als Maximum von T(a, b) erklért (und erst nachtréglich als Minimum einer geeigneten
Menge erkannt). Im Unterschied dazu ist das kgV bereits kraft Definition Minimum einer noch festzulegenden Menge
V(a, b) gemeinsamer Vielfache von a und b.

Zu einer beliebigen ganzen Zahl betrachten wir zunéchst die Menge aller ganzzahligen Vielfachen:
mZ .={k-m|k € Z}

In dieser Schreibweiseist z.B. 27 = {0, -2, 2, —4, 4, ...} die Menge der geraden ganzen Zahlen. Ferner gilt:
0Z={0,,1Z=27,(-mZ=mZ sowiemZ c nZ < n| m(Begrindungen als Ubung). Die Menge der
gemeinsamen Vielfachevona, bistaZ (Y bZ. Zum Beispidl:

67 (1872 =10, -24, 24, -48, 48, ...}

Dafir daskgV nur positive Vielfache in Betracht gezogen werden, definieren wir die entsprechenden Mengen wie
folgt:

V@, ...,an) =@ 2)...N@2) NN

Damit hat man nun z.B. V(6, 8) = {24, 48, ...},V(2) ={2,4, 6, ...}, V(-2) = V(2) sowie V(0) = @. Sind dieay, ..., a,
samtlich+ 0, soist V(ay, ..., a,) nichtleer und besitzt (gemal’ PdkZ) ein Minimum:
kgV(ay, ..., ay) ;= MinV(ay, ..., an).

In Analogie zu Prop. 5.4.2 erhdt man die folgende Aussage Uber das kgV:

m 5.4.3. Proposition

m=KkgV(ay, ..., ay) = V(m =V(ay, ..., &)

m Bewes

1."=": Sei c e V(M) beliebig. Dannist c = k-mfir ein k € N. Andererseitsistme V(ay, ..., ap) unddamitm= s g
fur geeignetes e N (L <i < n). Esergibt sichc=(ks) g, dsoauchce V(ay, ..., a,). Damitist V(m) c V(ay, ..., &)
gezeigt.

Umgekehrt ist nun V(ay, ..., ap) € V(M) zu zeigen. Sei dazu c € V(ay, ..., &,) irgendein gemeinsames Vielfaches. Da
auch mVielfachesder ay, ..., a, ist, haben wir Gleichungen: m=gsg undc=t g (i=1, ..., n). Esgiltm=<c.Um
darliberhinaus ¢ € V(m) zu zeigen, machen wir Division mit Rest: c = mq+r, 0 < r < m. Hieraus erhalten wir:
r=c—mq=(t — s q) a. Eskann aber dasr nicht positiv sein, denn es wére dann ein kleineres gemeinsames
Viefaches a's m (im Widerspruch dazu, dass m nach V oraussetzung bereits das kgV ist). Daher gilt r = 0 und m| c.

2."<":Wegenme V(m) = V(ay, ..., a,), it mgemeinsames Vielfaches der a. Bleibt also nur zu zeigen: m < k fir
jedesk € V(ay, ..., ay). Diesist aber klar, daein solchesk auch € V(m) ist, d.h. m| k und infolgedessen m< k. &

m Bemerkung

Esist mit geringem Aufwand moglich, ausgehend von 5.4.3 eine analoge Aussage Uber die vollen Vielfachenmengen
zu beweisen: m=kgV(ay, ..., a8, <= mZ =@ Z)() ... (@ Z). - (Ubung!).
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Zwischen dem ggT und dem kgV zweier Zahlen besteht ein einfacher Zusammenhang:

m 5.4.4. Proposition

Fur alle ganzen Zahlen a, b > 0 gilt:
ggT(a, b)-kgV(a, by=a-b

m Bewes

1. Wir beweisen zunéchst die Hilfsaussage: Zu jedemd € T(a, b) gibt eseinme V(a, b) derart, dassd-m=a-b. -
Sei dazu d irgendein gemeinsamer Teiler von a und b. Dann hat man a = k; d, b = k, d flr passende kq, k, € N und
damit fir das Produkt: a-b = (k; k> d) - d. Die Zahl m = k; k; d erfiillt die behauptete Gleichung und ist wegen

m = k; b = k; a eéin gemeinsames Vielfaches von a und b.

2. Die Hilfsbehauptung aus Nr. 1 wird nun auf d := ggT(a, b) angewendet. Sie liefert dann einm e V(a, b) mit
d m = ab. Wir vergleichen m mit einem beliebigen m' € V(a, b), genauer zeigen wir: m| m' (also m < m', womit ales
bewiesen ist).

Als gemeinsames Vielfachesvon a, b lésst sich m' schreiben: m' = s; a = s, b. Ferner stellen wir den ggT als

Linearkombination dar: d = xa+ yb. Damit ergeben sich folgende Umformungen:
' ' d ' b ] m
m=m- 25 =mm- 2222 =m (X + T5) = mxs; + ysy)

Daxs; + ys; eineganze Zahl ist, giltm|m'. &

5.5. Primfaktorzerlegung

Zu den wichtigsten Grundtatsachen der elementaren Arithmetik gehort die Erkenntnis, dass die natiirlichen Zahlen
Produkte aus lauter Primzahlen sind. Die Primfaktoren (PF) sind stets eindeutig bestimmt, d.h. eine Zahl 1&sst sich nur
auf eine einzige Weise a's Primzahl produkt hinschreiben.

In diesem Abschnitt sollen die Uberlegungen entwickelt werden, die zu dem némlichen Satz liber die
Primfaktor zerlegung (PFZ) fuhren; auch einige Anwendungen in der Arithmetik werden skizziert.

Wenn in jeder natlirlichen Zahl eine oder mehrere Primzahlen stecken, so sollte es mdglich sein, sie Uber ein
Kriterium zu identifizieren. Diesleistet der folgende Satz vom kleinsten Printeiler.

m 55.1. Proposition

D Sei n= 2 ganzundt der kleinste Teiler > 2vonn. Dannistt prim.

2 Ist n keine Primzahl, so gilt fir den Primteiler aus (1): t < vVn.
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m Beweis

Zu (1). Ist — indirekt angenommen — t zusammengesetzt, etwa: t = r-smitr, s> 2, so hat man fir ein geeignetes
ganzesqdieGleichungn=t-q=r -s- q. Wegenr < tist dann aber t nicht der kleinste Teiler (= 2) vonn
(Widersprucht).

Zu (2). Aus der Minimalitét von t ergibt sich unmittelbar: n = t-k > t? (hierbei ist k der Komplementérteiler von t mit
t<k). e

m DieFolgeder Primzahlen

Euklid hat in Buch I X seiner Elemente gezeigt, wie man auf dieser Grundlage beliebig viele Primzahlen erzeugen
kann. Die Folge aler Primzahlen

2,3,57,11,13, 17,19, 23, ...

ist in diesem Sinne unendlich. Euklid argumentiert folgendermal3en: Sei M irgendeine Menge von Primzahlen, etwa
M = {a, b, c}. Dann bestimmen wir nach Prop. 5.5.1 den kleinsten Primteiler p der Zahl abc + 1. Damit haben wir

eine neue Primzahl gewonnen, denn esist p ¢ M. Um das einzusehen, schreiben wir abc + 1 = p mmit passendem
meN. Warenun etwa p = a, so hieRedas: 1 =am-abc = a(m- bc), was aber wegen a > 1 unmdglich sein kann.

m Beispiele
1. Sei M = {3, 7, 17} vorgegeben. Euklids "Primzahlmaschine" liefert zu dieser Menge den kleinsten Primteiler von
3-7-17+ 1 = 358, namlich: die "neue" Primzahl 2.

2. Das Verfahren funktioniert sogar fir M = (). Denn das Produkt ist hier = 1; daher ist p = 2 (der kleinste Primteiler
von1l+1).

3. Zu eéinem Anfangsstiick M der Primzahlfolge wird eine neue Primzahl erzeugt, die stets grof3er ist als die Zahlen
ausM. Zum Beispiel entsteht ausM = {2, 3, 5, 7} die Zahl p = 211.

m 55.2. Proposition

Sei M irgendeine Menge von Primzahlen, mihr Produkt und p der kleinste Primteiler von m+ 1. Dann
gilt: p ¢ M. (Zu jeder endlichen Menge von Primzahlen |8sst sich eine Primzahl angeben, diennichtinihr
enthaltenist.)

Wir kommen nun zum Satz tber die PFZ:

m 5.5.3. Proposition

Jede ganze Zahl > 1 lasst sich (bis auf die Reihenfolge) eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen.
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m Beweis

Sei die ganze Zahl a = 2 beliebig vorgegeben. Wir zeigen 1. die Existenz und 2. die Eindeutigkeit der PFZ von a.

1. Sei p; der kleinste Primteiler von a (nach Prop. 5.5.1). Dann gilt a = p; a; fir ein ganzesa; > 1. Ist a prim, so sind
wir fertig. Anderenfallsist a > a; = 2 und wir bestimmen den kleinsten Primteiler p, von a;. Esgilt a; = py ay,

a =1 asoa= p; pa. Ista; prim, so sind wir fertig. Anderenfalls haben wir a; > a, > 2. Die bei jedem Schritt
auftretenden Komplementérteiler bilden eine strikt absteigende Folge: a > a; > a,. Daher muss die wiederholte
Abspaltung von Primteilern nach endlich vielen Schritten abbrechen. Tritt etwaim m-ten Schritt der
Komplementérteiler a,, = 1 auf, so gilt pm=am-y unda= p; p2- ... Pm- (Diein diesem Produkt auftretenden PFn
sind i.a. nicht sdmtlich verschieden.)

2. Wir nehmen eine (weitere) Zerlegung g 0z - ... - gs = aan. Dann wéresicher py |01 Gz - ... - gs und nach dem
Lemmavon Euklid p;Teiler eines der g-Faktoren, etwa p; | . Weil p; > 1 und gx prim ist, muss sogar p; = 0k
gelten. Nun verkiirzt man beide Zerlegungen jeweils um den Faktor p; und gk und fahrt in analoger Weise fort, die
restlichen PFn p; wegzukiirzen. Schliefflich ergibt sich so m = s sowie die Ubereinstimmung der beiden Zerlegungen
(bisauf die Reihenfolge ihrer Faktoren). &

Ublicherweise fasst man gleiche PFn zu Potenzen zusammen und notiert die PFZ in der Form:
a=pt p"2- ... ppn
Hierbei gilt fur die ganzzahligen Exponenten: a; = 1.

Esfolgen einige Anwendungen der PFZ in der Teilbarkeitslehre.

m Beschreibung und Abz&hlung von Teilern

Sei d| a. In der PFZ von d kommen héchstens die PFn von a vor. Daher kdnnen wir schreiben:
d= p151 p252~ et pn‘sn,wobei O<di=<qifiri=12 ...,n

Die Primzahl potenzen p;% heiRen Primérteiler von a. Zu einem PF p; gibt es somit o; + 1 Primérteiler. Jeder Teiler
von aist in eindeutiger Weise durch ein Exponenten-Tupel (61, 62, ..., 0n) charakterisiert (und umgekehrt). Daher gilt:

m 5.5.4. Proposition

Fur die Anzahl r(a) aller Teiler von a gilt:

T@=(a1+D(@+1-...-(ap+ 1)

m Beispid

a=46200=23.31. 2. 7. 111 Aloor@ =B+ A+ 2+ A+ (1+1) =96
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m Gemeinsame Teller

Sind zwei natiirliche Zahlen a, b gegeben, so denken wir uns die in den PFZn auftretenden PFn in einer Folge
zusammengefihrt (vereinigt): pa1, Pz, ..., Pn. Wir haben dann Produktdarstellungen

a=p% p®2-...-pr®nund b= pfLpfB2. ... paf,

die keine PFZn im strengen Sinne sind, da ein PF von a nicht notwendigerweise auch PF von b ist (und umgekehrt).
Fir die zugehérigen Exponenten bedeutet dies:

0<6i<aund0 =<6 < B

Hieraus ergibt sich: 0 < §; < Min(a;, Bi). Ein gemeinsamer Teiler d von a, b ist daher am gréfdten (d.h. d = ggT(a, b)),
wenn die Exponenten 6; der PFn von d ihr Maximum annehmen: 6; = Min(q;, Bi). Daraus ergibt sich:

m 5.5.5. Proposition

n
ggT(a, by = | | pMirei)
i=1

Es gibt auch ein Pendant dieser Aussage fir das kleinste gemeinsame Vielfache:

m 5.5.6. Proposition

n
kgV(a, b) = 1_[ pyMax(@i )
i=1
m Bewes

Die Behauptung ergibt sich durch direkte Rechnung aus Prop. 5.5.5 unter Verwendung von Prop. 5.4.4 sowie der
einfachen Identitét: Min(a;i, 8i) + Max(ai, Bi) = @i + Bi (vgl. Prop. 1.3.4).e

m Bemerkung

Die Formeln aus 5.5.5 und 5.5.6 liegen dem Verfahren zu Grunde, mit dem Ublicherweise in der Schule der ggT und
daskgV ermittelt wird. Dajedesmal erst die PFZ der beteiligten Zahlen hergestellt werden muss, kann dieses
Vorgehen bel Auftreten von gréfReren PFn sehr aufwandig werden. Der euklidische Algorithmus ist verglichen damit
die weitaus effizientere (und einfachere) Methode.

m Die Summeder Teiler einer Zahl

Sel a e N. Esbezeichnet o(a) := Summeder Teiler von a (Sigma-Funktion).
Beispiel: 0(12)=1+2+3+4+6+12=28

Um zu einer Formel fir o(a) zu gelangen, werden zuerst Primzahlpotenzen betrachtet:
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o) =1+p+pPP+..+p’=

(geometrische Reihe)

pa+1_1
p-1

Wenn man o flr Produkte von Primzahl potenzen berechnen kann, ist man (aufgrund der PFZ) bereits am Ziel. Als
Vorbereitung beweisen wir eine Hilfsbehauptung:

*) Seien g, b teilerfremd. Dann gilt:
w|ab < Esgibtu,v: uja, v|b, w=uv

D.h.: die Teiler eines Produkts zweier teilerfremder Zahlen sind genau die Produkte von geeigneten Teilern dieser
Zahlen.

Beweis:
"<": Offensichtlichistuv|ab, wennu|aundv|b.

"=": Sel w|ab. Wir betrachten u := ggT(a, w) und v := ggT(b, w). Natirlichistu|aund v|b. Esist aso zu zeigen:
W = uV. Zuné&chst bemerken wir, dass u, v teilerfremd sind (denn ein gemeinsamer Teiler von u, v wére auch ein
gemeinsamer Teiler von a, b). Nunist u|wund v|w, also auch uv|w (Ubung!). Als nichstes zeigen wir, dass auch
umgekehrt w ein Teiler von uv ist (womit alles bewiesen ist). Dau und v ggT's sind, schreiben wir sie als
Vielfachensumme

u=Xxja+y,w

V=X b+ Yy, Ww.

Hieraus ergibt sich: uv = Xy X, ab+ X1 Yo aw+ % y1 bw+ y; y» W2, Nach Voraussetzung ist w ein Teiler von ab, es
enthalt somit auch der erste Summand dieser Summe den Faktor w. Daraus folgt: w|uv.e

Aus der Hilfsbehauptung (*) ergibt sich direkt:

m 5.5.7. Proposition

Fur teilerfremde a, b gilt: o(a- b) = o(@) - o(b)

m Bewes

Jeder Teiler, der in o(ab) auftritt, ist nach (*) das Produkt eines Teilers von a und eines Teilers von b, und
umgekehrt. Diese Produkte entstehen, wenn man o(a) - o-(b) ausmultipliziert.e

m 5.5.8. Proposition

@) ﬁ -1

o@) = _

, pi—1
i=

m Bewes

Die Behauptung folgt aus Prop. 5.5.7. Dabei ist der Spezialfall von Primzahl potenzen zu verwenden und zu
beriicksichtigen, dass zwei Primfaktorpotenzen in der PFZ von a teilerfremd sind. e
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m Beispiele
1.a=1800=23-32.52 aso: o(@) = (1 +2+4+8)-(1+3+9)- (1 + 5+ 25) = 6045

224_1 312_1
2-1 3-1

2.a= 1486016741376 = 22231 dso: o (a) = = 4458041569800



© Prof. Dr. Alfred Schreiber | 2004-2005

l 6. Stellenwertsysteme

6.1. B-adische Darstellung ganzer Zahlen

m Bezeichnungssysteme fur Zahlen

Im Umgang mit Zahlen greifen wir auf Zahlennamen (Zahlworter) wie eins, zwel, elf, hundert oder spezielle
Zahlsymbolewie 1, 2, 3, usw. zuriick. Diese Bezeichnungen sind historisch und in ihrer Ausprdgung mehr oder
weniger willkdrlich. Fur die Arithmetik benétigen wir dartiberhinaus ein Bezeichnungssystem, das ...

(1) auf einer einfachen (leicht durchschaubaren) Systematik aufbaut,
(2) im Prinzip alle (unendlich vielen) natiirlichen Zahlen abbildet und dabei ...
(3) nicht zu schnell zu langen Bezeichnungen fiihrt,

(4) die Grundrechenarten mdglichst bequem durchzufiihren gestattet.

Das einfache Hintereinanderschreiben von Einheiten

erfllt zwar die Forderungen (1) und (2), jedoch bei weitem nicht (3) und (4).

Die rémische Zahlenschrift notiert ebenfalls zunéchst Einheiten: 1, 11, 111, mischt in diese Methode dann aber
Subtraktions- und Additionsvorschriften hinein (IV far 4, VI fur 6 usw.), wodurch die Darstellung gré3erer Zahlen
und vor allem die grundlegenden Rechenarten rasch untibersichtlich werden.

Demgegeniber liefert das sog. Stellenwertsystem bzw. die ihm zu Grunde liegende | dee des wiederholten Biindelns
ein Verfahren, mit dem sich die Forderungen (1) bis (4) weitgehend erfillen lassen. In Ansétzen war das Bundeln
bereits bei alten Kulturvélkern ausgeprégt (z.B. bei den Maya zu Gréssen von 20; bei den Babyloniern zu 12 und 60,
die noch in unserer heutigen Zeit- und Winkelmessung vorkommen). Die Stellenwertsystematik wurde allerdings erst
ca. 500 Jahre n. Chr. in Indien erfunden. Dabel wurde die Null als Zahl "anerkannt” und mit einem eigenen Symbol 0
fUr "Leere" (sunya) in das System eingefiihrt, um ausdriicken zu kénnen, dass zu einer bestimmten Biindel grof3e keine
Biindel vorliegen. Das Wort "Ziffer" ist arabischen Ursprungs und bedeutet Null. Die Araber haben das
Stellenwertsystem (zur Basis bzw. Biindelgrosse zehn) nach Westen gebracht und dort propagiert.
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m B-adische Dar stellung ganzer Zahlen

Wir bezeichnen die Biindelgrdsse (auch Basis genannt) mit B, wobei B > 2 ganz. Der Wert B = 1 ist uninteressant,
weil er nicht zu echtem Biindeln fihrt. Im Dezimalsystem ist B = 10. Man bendtigt B Zahlwdérter — die sogenannten
B-adischen Ziffern — zur Bezei chnung der mdglichen Biindelanzahlen, angefangen von Null (0) bis zur gréften Zahl
unterhalb der Biindelgrosse (B—1).

Das B-adische Stellenwertsystem beruht auf der Tatsache, dass sich eine natirliche Zahl stets als Wert einer
Polynomfunktion mit B-adischen Ziffern as Koeffizienten zum Argument B darstellen |&sst. Dies besagt der folgende
Darstellungssatz:

m 6.1.1. Proposition

n
JedeganzeZahl a > 0 ist eindeutigin der Forma = Z G B darstellbar,
i=0
wobei0=<c<B(i=0,1, ..., njundc, > 0.

m Bewes

Vgl. Abschnitt 6.3. &

m Bezeichnung

>N, c B wird (in diesem Zusammenhang) abgekiirzt notiert: (C, Gy_1 ... €1 o). Die ¢ heilRen B-adische Ziffern. Der
Bezug (im Index) auf die Basis kann auch fortfallen, wenn keine Missversténdnisse zu befiirchten sind.

In der Darstellung von aiin Prop. 6.1.1. klammern wir B aus und erhalten die Division-mit-Rest-Form:
a=(yB™1+...4+¢c)B+co

Die Einerziffer ¢q ist somit Rest der Division a: B. Der Ganzteil a; dieser Division lasst sich in analoger Weise auf
die Division-mit-Rest-Form bringen:

a; = (Cy B2 4 ... +C)B+¢

Demnach ist die Ziffer c; der Rest der Division a; : B, usw. — Wiederholte Division mit Rest (bei stets gleichem
Divisor B) liefert somit die Ziffernfolge der B-adischen Darstellung von a:

m 6.1.2. Algorithmus (B-adische Blindelung)

Sei B > 2 (ganz) vorgegeben, a e N.

Solange a > O, fuhre aus:
Q) Dividiere a durch B und notiere den Rest z

(2  Ersetzeadurch|<].
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Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten (da bei jedem Durchgang ein a entsteht, das kleiner ist als sein
Vorgénger). Die dabel entstandene Folge der Reste (in umgekehrter Reihenfolge) ¢, ¢n_1, ..., C1, Co bildet die
B-adische Ziffernfolge, welche die Zahl a darstellt:

O0<¢<B i=01 ...,n)
a=Cy+Cc B+cyB%+...+¢,B"

Fir Rechenbeispiele vgl. die VVorlesung.

m Spezielle Basen

Die Basis 10 des Dezimal systems geht vermutlich auf die Anzahl der Finger zuriick. Daneben spielen heute, vor allem
in der Computertechnik, die Basen 2 und 16 eine wichtige Rolle.

1. Dyadische (oder binére) Darstellungen, d.h. solche zur Basis 2, kommen mit den Ziffern 0 und 1 aus und lassen
sich daher durch zweiwertige physikalische Zustande (" Strom flief3t" — " Strom flief3t nicht") modellieren. Natirliche
Zahlen schreiben sich als Bitvektoren (0-1-Folgen):

243 = (243),, = (11110011),

Bitvektoren sind vor allem fir technische Zwecke von Interesse; mit ihnen werden die grundlegenden
Rechenoperationen tiberaus einfach, allerdings werden die Zahlwdrter im Mittel mehr als dreimal so lang wieim
Dezimal system.

2. Fasst man jeweils vier dyadische Ziffern zusammen und ersetzt sie durch ein einziges Symbol, so gelangt man zur
Hexadezimal-Darstellung mit der Basis B = 24 = 16:

0000=0 0001=1 0010=2 0011=3
0100=4 0101=5 0110=6 0111=7
1000=8 1001=9 1010=A 1011=B
1100=C 1101=D 1110=E 1111=F

Beispiel: (T2 0011), = (F3),5 = $F3 = 243

Die Schreibwei se mit vorangestelltem $-Zeichen ist in der Computertechnik gebrauchlich.

6.2. Das Horner-Schema

Ist umgekehrt eine B-adische Darstellung ¢ = (¢, Ch_1 ... C1 Co)g gegeben, soist die von ihr représentierte Zahl nichts
anderes als der Wert der Polynomfunktion y(x) = Y, ¢ X an der Stelle x = B, aso: ¢ = y(B).

m Beispie
(1433)5 = 1.5+ 4-52 + 3.5! + 3.50 = 243 = (243),

Diese Berechnung erfordert 3 Additionen und 6 Multiplikationen. Durch Ausklammern lassen sich 3 Multiplikationen
einsparen:
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1.58+4.52+ 3.5 +3.5°=(52+ 4.5+ 3).5+ 3= ((1-5+ 4-5+3)-5+ 3

Wertet man die Klammern schrittweise von innen beginnend aus, so erkennt man die Umkehrung des
Biindelungsverfahrens (fortgesetzte Division durch die Basis B). In seiner allgemeinen Form heil3t dieser Algorithmus
Horner-Schema.

m 6.2.1. Algorithmus (Hor ner-Schema)

Die Polynomfunktion y(X) = Co + C; X + C X2 + ... + C, X" sei gegeben. Dann wird der Wert h = y(B) wie folgt
berechnet:

(2) Setze h = c;,
(2 Furi =n-1his0: Ersetze hdurchh-B+ ¢;

Fir Rechenbeispiele vgl. die VVorlesung.

6.3. Beweis des Darstellungssatzes

Wir haben 1. die Existenz und 2. die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen. Den Beweis zu 1. fihren wir mit
vollstandiger Induktion; beim Beweis zu 2. benutzen wir das Prinzip der kleinsten Zahl (PdkZ).

Zul.: DieZahl a=1igt (adseingliedrige Ziffernfolge) ihre eigene B-adische Darstellung. Fir den Induktionsschritt
"a— a+ 1" setzen wir eine Darstellunga = ¢, B" + ... + ¢, B+ ¢ voraus. Esist zu zeigen, dassauch a+ 1 sich so
darstellen l8sst. Zunéchst betrachten wir den Sonderfall: ¢ = B— 1 fir 0<k < n. Esergibt sich: cg + 1 = B, aso
c1B+cog+1=c1B+B=(c; +1)B= B2 und damit wiederum ¢, B2 + B2 = (c, + 1) B? = B2, usw. bis
a+1=(c,+1)B"=B"1=(10 ...0)g, d.h. a+ 1 hat eine B-adische Darstellung bestehend aus einer 1, gefolgt von
n+ 1 Nullen. Sind nicht sémtliche Ziffern = B — 1, so betrachten wir das erste (kleinste) k = 0 mit ¢, + 1 < B. Wir
kénnen dann in der Darstellunga+ 1 = ¢, B" + ... + ¢ B* + (61 B + ... + ¢p + 1) die Summein Klammern (...) so
behandeln wie eben den Sonderfall und erhalten: (...) = BX. Damit ergibt sich:

a+1=c,B"+...+cB*+B=c,B"+... + (c + 1) B¥

Diesist aber wegen ¢k + 1 < B eine B-adische Darstellung von a+ 1. Fir k < nist ¢, > 0 nach
Induktionsvoraussetzung; fur k = n geht die Darstellung Uber ina+ 1 = (c, + 1) B", also ist auch hier die Ziffer mit
dem hochsten Stellenwert groRer als 0.

Zu 2.: Wir nehmen indirekt an, es gebe Zahlen mit mehr als einer B-adischen Darstellung. Wir wéhlen a (nach dem
PdkZ) als kleinste derartige Zahl; es gibt dann verschiedene B-adische Darstellungena = ¢'nB™ + ... + ¢'; B+ ¢'g und
a=c,B"+...+c.B+co, dh. esist¢ £ ¢ fir mindestens eini. Beide Darstellungen lassen sich deuten als
Standardform der Division a: B mit Rest:

a=(C'yB™l+..+c)B+counda=(c,B"1+..+c))B+coy

Nach Prop. 5.1.1 (Division mit Rest) stimmen die Reste tberein, d.h. ¢’y = ¢o, und ebenso die Ganzteile;
C'mB™!+ ... +c'y=c,B"!+ .. +c;. Die Ganzteile sind (wegen B > 1) kleiner als a, besitzen also aufgrund der
Minimalitdt von a nur eine B-adische Darstellung, d.h. esiss m=nundc’j = ¢; (1 <i < n). Diesist ein Widerspruch! &
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l 7. Kongruenzen und Restklassen

7.1. Kongruenz modulo m

m 7.1.1. Definition

Sel m= 2 ganz. Zwei ganze Zahlen a, b heil3en kongruent modulo m, wenn sie bei Division durch m denselben Rest
lassen, d.h. wenn amod m = bmodm. Man schreibt dafiir kurz: a = b mod m oder auch nur a = b, wenn der Modul m
aus dem Zusammenhang hervorgeht.

m Beispiele

17=3mod7
=-1mod?2
25=0mod5

m 7.1.2. Proposition

= ist eine Aquivalenzrelation, d.h. fiir alle ganzen Zahlen a, b gilt:

D a=amodm
2 a=bmodm= b=amodm

(3) a=bmodm A b=cmodm = a=cmodm

m Bewes

Die Gllltigkeit dieser Aussagen ergibt sich direkt aus Def. 7.1.1. &

m Bezeichnungen

Die Eigenschaften (1), (2) und (3) aus Prop. 7.1.2 heif3en beziehungsweise Reflexivitét, Symmetrie und Transitivitat.
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Die folgende Proposition liefert ein einfaches hinreichendes und notwendiges Kriterium fir die Kongruenz zweier
ganzer Zahlen.

m 7.1.3. Proposition

Firallea,be Z gilt: a=bmodm < mj|a-b

m Bewes

1. "=": Nach Voraussetzung hat man Division-mit-Rest Darstellungena = q; m+r und b = g, m+ r. Daraus folgt:
a-b=(-gm

2."<": Nach Voraussetzung gibt esein q € Z mit a— b = gm. Nun machen wir Division durch m mit Rest:
a=qm+ry,b=0gym+r,, wobel 0=<rq,r,<m. Darausergibt sich: mist Teiler der Differenzr, — r,, und wegen
O<|ri—-ry| <mauchri=rs. &

Es erweist sich, dass man mit Kongruenzen zum selben Modul so rechnen kann wie mit gewoéhnlichen Gleichungen.
Genauer: Aus glltigen Kongruenzen, z.B. 10 = 1 mod 3 und —7 = 5 mod 3, gewinnt man durch Addieren und
Multiplizieren jeweils der linken und rechten Seiten neue (gliltige) Kongruenzen, hier: 3 = 6 mod 3 bzw.
—70=5mod 3. Diese Art der Verkntpfungstreue wird mit dem Begriff Kongruenzrelation bezei chnet.

m 7.1.4. Proposition

= ist eine Kongruenzrelation, d.h. fur allea, a', b, b' € Z folgt ausa=bmodmund a' = b' mod m:

(@0} a+a'=b+b'modm

2 a-a'=b-b'modm

m Bewes

Behauptung (1) ergibt sich direkt aus der Gleichung: (a+a") — (b+b") = (a—b) + (@' — b"), Behauptung (2) aus der
Gleichung: aa'—bb'=a@'-b")+(@-byb". &

Als Spezidfal von 7.1.4,(2) hat man: a=bmodm = ac=bcmodm. Die Umkehrung dieser Aussage (mithin eine
Kirzungsregel, welche gestattet, einen Faktor auf beiden Seiten einer Kongruenz zu "streichen™) ist im allgemeinen
falsch; sie gilt aber, wenn Faktor und Modul relativ prim sind:

m 7.1.5. Proposition

ac=bcmodm A ¢, mteilerfrend = a=bmodm

m Bewes

Nach Prop. 7.1.3ist mTeiler von ac — b, aso auch von c(a — b). Damzu c teilerfremd ist, erhalten wir mit dem
Lemmavon Euklid (Prop. 5.2.3,(1)): m|a—b. &
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7.2. Teilbarkeitskriterien

Mittels Kongruenzenrechnung lassen sich Kriterien fir die Teilbarkeit ganzer Zahler im Rahmen von
Stellenwertsystemen gewinnen.

Jede Kongruenz a = bmod d mit einem variablen Testteiler d kann als "Teilbarkeitsregel" aufgefasst werden: aist
genau dann durch d teilbar, wenn b durch d teilbar ist. Um Uberhaupt nitzlich zu sein, muss der Teilbarkeitstest bei
einer der beiden Zahlen einfacher sein alsbei der anderen, und zudem ein Zusammenhang zwischen den Ziffernfolgen
von a und b bestehen.

Wir werden daher in einem Stellenwertsystem zur Basis B > 2 zu vorgel egter natirlicher Zahl ¢ = (¢, ... ¢ Cp)g €ine
"einfacher zu testende” (und i.a. kleinere) Zahl ¢' suchen, die in bestimmter Weise aus den B-adischen Ziffern von ¢
gebildet ist sowie die Kongruenz erfillt;

c=c'modd

m Beispid

B=10,c'=cC,+ ... + C; + Co (Quersumme von ¢ im Dezimalsystem) und d = 9. Es gilt: ¢ = ¢'mod 9. Zum Beweis
zeigt man (nach Prop. 7.1.3), dass 9 die Differenzc - c' = Tzo(loj - 1) ¢ teilt. Diesistin der Tat der Fall, da
100 -1=(10-1)-(1+ 10+ ... + 10I-1). — Ausc = ¢c' mod 9folgt unmittelbar auch: ¢ = ¢' mod 3.

Die aus der Schule bekannten Quersummen- und Endstellenregeln lassen sich in einheitlicher und allgemeiner Form
nach folgender | dee gewinnen: Man sucht einen Stellenwert (d.h. eine Potenz der Basis) BS und eine ganze Zahl p
derart, dass die Kongruenz

B® = pmodd

erflllt ist; anschlieffend reduziert man damit in der B-adischen Darstellung von ¢ alle durch BS teilbaren Summanden
(gemal? den Kongruenzrechenregeln 7.1.4). Wirksame Reduktionen ergeben sich auf diese Weise fir Werte
p € {0, 1, —1} bei mdglichst klein gewéahltem Exponenten s= 1.

Istc=(Cy... C1 Co)g, SO Wollen wir vereinbaren: ¢ = O fir k > n. (Flhrende Nullen in der B-adischen Darstellung
einer Zahl verandern den Wert nicht.) Es gilt das folgende allgemeine Reduktionslemma:

m 7.2.1. Proposition

Sel B = 2 (Basis), s= 1 und d = 2 ganze Zahlen. Hat man die Kongruenz B® = p mod d fiir eine ganze
Zahl p, so gilt fur ale nattirlichen Zahlen c = (c;, ... ¢ Co)g:

[5]
c= Z (C(j+1s-1 --- Cjs)g - o' Mmodd
=0
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m Beweis

Wir gruppieren in der B-adischen Darstellung ¢ = (Co + C; B+ ... + Cs.1 BS1) + ... + ¢, B" bei ¢y beginnend je s
Summanden in einer "Klammer". Die j-te Klammer lautet: ¢(j.1)s-1 BI*PS 1 + ... + ¢jsBIS. ImFalle j > Oist hierin
der Faktor BI'S enthalten. Wir klammern ihn aus und erhalten:

5]
€= (Cs1 ... CO)B+Z(C(j+1)s—1 ...Cjs)g-BI®
=1

Unter Beachtung von BiS = (B%)! = pl modd liefert dies die behauptete Kongruenz. ¢

Fir p = 0 liefert das Reduktionslemma Endstellenregeln, fir p = 1 Quersummenregeln und fir p = —1 aternierende
Quersummenregeln. Im Folgenden sind einige dieser Spezialisierungen aufgefihrt.

m Endstellenregeln

Sel B® = 0modd. Dann gilt nach Prop. 7.2.1: ¢ = (Cs_1 ... Co)g modd. Im Dezimalsystem (B = 10) ergibt sich fir
s=1:

dic & d|cfird e {2, 5}
Fir s = 2 erhd@lt man

dic e d|(cico)ofird e {2, 4,5, 10, 20, 25, 50}

m Quersummenregeln

Sei B° = 1modd. Dann gilt nach Prop. 7.2.1: ¢ = 3175 (G(jsps-1 - Cjs)g mod d. Fiir s= 1 erhélt man daraus folgende
allgemeine Quersummenregel fur beliebige TeilerdvonB—-1:d|c < d|C,+ ... + Co. Fir B=10liefert diesdie
bekannten Regeln fir die Teilbarkeit durch 3 und durch 9.

Bei s= 2 mussder Testteiler d in B2 — 1 aufgehen. Firr d = B+ 1 ist dies der Fall. Somit gilt:
B+1l|c & B+1|(ciCo)g+(C3Co)g+ ... ImDezimalsystem: Eine Zahl ist durch 11 teilbar genau dann, wenn ihre
Quersumme 2. Ordnung esist. Beispiel: 1071675 ist durch 11 teilbar, denn: 75+ 16+ 7+ 1 = 99.

m Alternierende Quersummenregeln

Sei B° = ~1modd. Dann gilt nach Prop. 7.2.1: ¢ = Y18 (G451 ... Cj9)g - (1)) modd. Fiir s= 1 erhéit man daraus
folgende allgemeine Regel fir beliebige TellerdvonB+1: d|c < d|(-1)"cy + ... — €1 + Co. FUr B = 10 besagt
dies, dass eine Zahl durch 11 teilbar ist, wenn ihre aternierende Quersumme (Wechselquersumme) esist. Beispiel:
1071675 ist durch 11 teilbar, denn: 5-7+6-1+7-0+ 1= 11.

Im Dezimalsystem ergibt sich fir s = 2 Eine Zahl ist durch 101 genau dann teilbar, wenn ihre alternierende
Quersumme 2. Ordnung durch 101 teilbar ist. Fiir s = 3 resultiert aus 10° = —1 mod 7 ein Kriterium fir den Teiler 7
mit Bezug auf Wechselquersummen 3. Ordnung: 7| ¢ < 7| (C, €1 Cp)19 — (C5C5Cs)1o + ... Beispiel: 164471104 ist
durch 7 teilbar, denn: 104 — 471 + 164 = —203 = 7- (- 29).
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7.3. Rechnen mit Rest(klass)en

m 7.3.1. Definitionen

Sel ae€ Z, m= 2 ganz. Die Menge aler zu a modulo m kongruenten ganzen Zahlen heif3t Restklasse (modulo m) von
a. Wir notieren siewiefolgt: [a],, := {X € Z | a= xmod m}. Jedes x € [a],, hei3t Représentant (Vertreter) der
Restklasse [a],,,. Ein nichtnegativer Reprasentant < m heil3t ausgezeichnet. Es gibt (modulo m) genau m
ausgezeichnete Reprasentanten: O, 1, ..., m—1; ihre Menge wird mit Z,,, bezeichnet.

m Bemerkung

Ist eine beliebige ganze Zahl a gegeben, soist r = amodm der ausgezeichnete Reprasentant der Restklasse [a],,,
mithin [a],, = [r];,. — Die Vereinigung aler Restklassen von ausgezeichneten Reprasentanten ganzer Zahler ist gleich
Z . Die Restklasse [0],,, enthdlt genau die durch mteilbaren Zahlen.

m Beispid

Sei m= 5. Die Restklasse [17]5 besteht aus allen ganzen Zahlen x mit x = 17mod5, d.h. x— 17 = 5-k mit ganzem k;
wir schreiben diesum zu x = 17 + 5k (k € Z). Somitist [17]5 ={..., =8, =3, 2, 7, 12, 17, ...}. Ausgezeichneter
Représentant dieser Restklasse ist der Rest 2. Es gilt 2 = 17 mod 5 und (glei chbedeutend damit) [17]5 = [2]5. Die
Restklasse [0]5 = {..., =10, -5, 0, 5, 10, ...} enthalt genau die durch 5 teilbaren Zahlen.

m 7.3.2. Definition

Fir a, b € Z,, wird festgel egt:

(0] adb:=(a+b)modm

2 aob:=(a-bymodm

@ heifdt Rest(klassen)addition, © Rest(klassen)multiplikation.
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m 7.3.3. Proposition

Restaddition und -multiplikation sind beide assoziativ und kommutativ, sie besitzen 0 bzw. 1 als
neutrales Element, und es gilt das Distributivgesetz der Multiplikation bzgl. der Addition. Genauer gilt
furallea, b, ce Zn:

(Ass)):a® (bec)=(adby@c
(Asy):aG(beoe)=(@adGboc

(Komy): adb=boa

(Komy): acGb=boa

(Disty) : ao(b®c)=(@ob®@OC)
(Neutrq) : ae0=a

(Neutr,) : acl=a

m Beweis

(Neutry), (Neutr,) sowie (Kom;), (Komy) sind ganz offensichtlich. Das Distributivgesetz und die beiden
Assoziativgesetze miissen im Einzelnen begriindet werden.

Zu (Ass,): Wir haben nach Definitionb@c=(b+c)modm=r,unda®b=(a+bymodm=r, mtb+c=q m+r;
unda+b=qgom+ry(0<rq, ro <m). Esergibtsich:a+r;=a+b+c-gmr,+c=a+b+c-qgm, aso:

adbec)=(@a+ry)modm=(@a+b+cymodm=(ro+cymodm=(a®b)dc
In vollig analoger Weise zeigt man (Ass,) (Ubung!).

Zu (Disty): Wir notieren wieder béoc=(b+c)modm=rq, ferner: a©b=abmodm=r, und

a®c=acmodm =r3. Esbhestehen Glgen: b+c=qg;m+r;,ab=gom+rundac=gsm+rz, wobel 0<rj <m,
i =1, 2, 3. Dielinke Seitevon (Disty) ist gleicha®r; = ar; modm, die rechte Seite (r, + r3) mod m. Beide stimmen
Uberein:

arp=ab+c-qgym) =ab+ac-qg;am, aso:arpmodm=ab+ac
ro+rz=@b-gomy+(@c-gsm =ab+ac—-(g2+qgz) m aso: (ro+rzymodm=ab+ac.
*

In Analogie zum Rechnen mit gewohnlichen Zahlen liegt die Frage nahe, ob die Gleichunga® x =0 zu
vorgegebenem a € Z, eine Losung (in Z ) besitzt. Die folgende Proposition bejaht dies:

m 7.3.4. Proposition

Zu beliebigema € Z, gibt esgenau ein x € Zy, mita® x = 0.
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m Beweis

a® x = 0ist nach Definition gleichbedeutend mit (a+ x) modm= 0, d.h. a+ x = k- mf(r ein geeignetes ganzesk. Da
a und x als Elemente von Z, gegeben (bzw. gesucht) sind, haben wir 0 < a+ x < 2m- 2 und damit k = 1 alseinzig
mogliche Wahl. Tatsachlich folgt ausa+ x=maucha® x=0. &

m Bezeichnungen

Diein Prop. 7.4.4 eindeutig bestimmte Losung x der Glg a@® x = 0 heif3t additives Inverses von a. Dementsprechend
heif}t eine (eindeutige) Losung der Glg a® x = 1 multiplikatives Inverses von a.

Die Existenz multiplikativer Inverser ist nur unter besonderen Voraussetzungen gegeben. So hat in Z,9 z.B. 3 ein
multiplikatives Inverses (hier: 7, weil 3® 7 = 1 mod 10); alerdings gilt dies nicht fir 4. Denn aus4© x = 1 erhaten
wir einerseits 50 (40 X) = 50 1 = 5, andererseits nach (Assy) (Prop. 7.3.3) auch (504 o x=00x=0.

Der folgende L ehrsatz gibt ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafUr, dass ein vorgegebener Resta e Z,
ein multiplikatives Inverses besitzt.

m 7.3.5. Proposition

Seim= 2 und a € Z, beliebig. Dann gilt:

Esexidtiert (genau) einx e Z, mita®© x =1 < a, msind teilerfremd.

m Bewes

1. Existenz: Wir notieren aquivalente Umformungen des links von "<" stehenden Ausdrucks:
Ex.xe Zmymitaox=1 gdw.axmodm=1

gdw. ax=1modm

gdw. mlax—1

gdw.ax—1=mkfirenkeZ

gdw. ex. X, ye Z mit xa+ ym=1(*).

In (*) liegt eine positive Linearkombination von a, mvor, und zwar die kleinste: Min £*(a, m) = 1. Nach dem
Hauptsatz Uber den ggT (Prop. 5.4.1) stimmt sie mit dem ggT(a, m) Uberein, d.h. ggT(a, m) = 1, was bedeutet: a, m
sind teilerfremd.

Sind umgekehrt a, mteilerfremd, so ist der ggT(a, m) = 1 und nach dem Lemma von Bachet (Prop. 5.2.2) as
Linearkombination von a und mdarstellbar: 1 € £(a, m). Diesist nichts anderes als die Aussage (*).

2. Eindeutigkeit: Sel a© x= 1= a0 y mit teilerfremden a, m. Esfolgt ax = a y mod m und mit Hilfe der
Kurzungsregel (Prop. 7.1.5): x= ymodm. Die Bedingung X, y € Zn, erzwingt dann x = y. &
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m Bemerkung

Ist p prim, so haben nach Prop. 7.3.5 alle Elemente aus Z,\ {0} ein multiplikatives Inverses. Das heil3t: Z, ist ein
(endlicher!) Korper, in welchem bzgl. der Restaddition und -multiplikation so gerechnet werden kann wie in Q bzgl.
der gewohnlichen Addition und Multiplikation rationaler Zahlen.

m Potenzierenin Z,,

Zua e Zny und ganzem k = 0 werden die Potenzen a* ebenso gebildet wie bei gewodhnlichen Zahlen: a2 = a® a,
a® =a?0a, usw.; ferner: al = aund a° = 1. Aufgrund von Prop. 7.3.3 gelten die vertrauten Rechenregeln fir
Potenzen: a' a® = a'*s sowie (a)° = a' S und (ab)" = a' b" (Beweise durch vollstandige Induktion als Ubung!).

a als Element von Z, ist nach Definition der Rest a¢ mod m. Um ihn rechnerisch zu bestimmen (z.B. bei groRReren
Werten von k), zerlegt man den Exponenten in eine Summe: k = ny + n, + ... Man erhdlt mit der ersten der o.g.
Potenzrechenregeln: ak = am*™2*+ = a" a2 ...modmund hat so die Aufgabe darauf reduziert, zunichst Reste
a™ modm, a"2 mod m, usw. mit kleineren Exponenten auszuwerten.

m Beispiele

Welche Endziffer hat 722 im Dezimalsystem? Die Frage ist gleichbedeutend damit, 722 in Zo bzw. 722 mod 10 zu
bestimmen.

Wir kénnen damit beginnen, nach einer Potenz 7" = 1 (mod 10) zu suchen: 72 = 9, 7* = 9% = 1. Division von 22 durch
4 mit Rest liefert dann die Zerlegung: 22 = 4-5 + 2 und die anschlieffende Reduktion:
TR=72 = (77221572 =9,

Alternativ dazu erzeugt die Methode des fortgesetzten Quadrierens eine brauchbare Zerlegung des Exponenten k in
Zweierpotenzen. Dazu stellt man k = 22 dyadisch dar:
22=(10110), =21 + 22+ 24 =2+ 4+ 16

AnschliefRend erzeugt man durch wiederholtes Quadrieren von a = 7 den Restevorrat, der bei der Reduktion modulo
m (hier: m= 10) benétigt wird: 72=9, 74 =1, 78 = 1, 7'6 = 1. Es ergibt sich modulo 10:
72=72.74.7%=9.1.1=0.

Die Quadriermethode bietet sich an, wenn man keine naheliegende Zerlegung mit einem Rest 1 findet. Beispiel:
31000 mod 19. Die dyadische Zerlegung lautet: 1000 = 8 + 32 + 64 + 128 + 256 + 512. Quadrieren (und Reduzieren)
liefert fur die Summanden: 38 = 6, 3% = 4, 354 = 16, 3128 = 9, 3256 = 5, 3512 = 6. Damit ergibt sich:

3100 =6.4.16-9-5-6 = 16.

In dem zuletzt behandelten Beispiel hatte man allerdings auch mit der Kongruenz 38 = 1 mod 19 reduzieren kénnen.
Diese ergibt sich unmittelbar aus dem sog. kleinen Satz von Fermat, der in folgender Proposition formuliert wird:

m 7.3.6. Proposition

Sei a e Z beliebig und p eine Primzahl, die kein Teiler von a ist. Dann gilt: aP~! = 1 mod p.
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m Beweis

In Arithmetik und Algebrall.
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l 8. Abbildungen

Abbildungen (Funktionen) dienen in der Mathematik dazu, Zusammenhange und Abhangigkeiten zwischen
verschiedenen Objekten oder Gegenstandsbereichen darzustellen bzw. herzustellen.

Der Begriff "Abbildung" ist eine universelle |dee, deren enorme Tragweite sich vor allem in der Entwicklung der
Mathematik seit dem 17. Jahrhundert gezeigt hat. So steht im Mittelpunkt der Analysis der Begriff der (reellen und
komplexen) Funktion, und auch Geometrie und Algebra haben durch den Abbildungsgedanken ihr heutiges Geprage
erhalten.

8.1. Darstellungsformen

Abbildungen treten in ganz unterschiedlichen Kontexten auf, und entsprechend vielfaltig sind ihre Erscheinungs-
bzw. Darstellungsformen.

m Listen (endliche Zuordnungslisten)

Eine Liste verkdrpert eine primitive (endliche) Form der Zuordnung, z.B. werden in einer Preidliste bestimmten
Waren ihre Preise zugeordnet:

Ware Preis (in Euro)
Kaffeemaschine A 140
Kaffeemaschine B 190
Kaffeemaschine C 300

m Funktionale Abhangigkeit (zwischen variablen Gr63en)

Eine veranderliche GrofRe wird aus einer anderen Grof3e (abhdngig von dieser) aufgrund eines " Gesetzes' berechnet.
Z.B. hangt der Bremsweg s eines Autos von dessen Geschwindigkeit v ab und errechnet sich (in sehr grober
Naherung) nach der Gleichung ("Fahrschul-Faustformel"):

2
s=(35)
(swird inm, vin km/h gemessen und die Bremsbeschleunigung mit —4 m/s? zugrundegelegt). Der Bremsweg hangt

somit von der Geschwindigkeit quadratisch ab. Man kann dies durch ein Schaubild im v-s-K oordinatensystem
veranschaulichen:
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In diesem Beispiel sind Funktionsgleichung und Schaubild (sog. Funktionsgraph) einer Darstellung in Gestalt einer
Liste bzw. Tabelle tiberlegen.

m Folgen (endliche und unendliche Wertelisten)

Eine Folge ag, a1, ay, ... 18sst sich als (endliche oder unendliche) Liste auffassen. Dabel werden die Objekte g den
Platznummerni € {0, 1, 2, ...} zugeordnet. Vielein der Praxis betrachtete Folgen entspringen irgendwelchen
"Bildungsgesetzen" (vgl. dazu Kapitel 4).

Ein weiteres Beispiel: Die Folge (x»), definiert durch xo = 1 und X,1 = % (X0 + Xi) fir n> 1, liefert rationale
n
Né&herungen fur v 2 ; genauer gilt: x,— V2 flir n— oco:

3

2

17

12
577
408
665857
470832

A WO N BB O3S

usf.

m Geometrische Transfor mationen (von Ebene und Raum)

Eine geometrische Transformation (Abbildung) der Ebene E ordnet jedem Punkt p von E einen Punkt p' von E in
der Weise zu, dass je zwei Punkte p, g denselben Abstand haben wie die ihnen zugeordneten p', q' . Unter einer
solchen Transformation behalten demnach alle Strecken ihre urspriingliche Lénge; man spricht von
Kongruenzabbildungen. Aus dem Geometrieunterricht der Schule sind ihre Grundtypen bekannt: Verschiebung,
Drehung und Spiegelung.

Die folgenden Schaubilder zeigen Zuordnungspaare einer Verschiebung und einer Punktspiegelung (Halbdrehung der
Ebene um 2):
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In vollig entsprechender Wel se betrachtet man geometrische Transformationen des Raums.

m Vorbereitungen zum allgemeinen Abbildungsbegriff

Der allgemeine Begriff der Abbildung (Funktion) fasst die genannten Beispiele (und natirlich viele weitere) unter
sich. Man hat sich darunter eine eindeutige Zuordnung zwischen irgend zwei Mengen A und B vorzustellen, notiert:

f : A— B. Gehdrt ein Zuordnungspaar (a, b) zu f (wortlich: (a, b) € f), so schreibt man dies tblicherweise auch as:
b = f(a). Durch die Gleichungsnotation kommt zum Ausdruck, dass dem Argument a € A vermoége f der eindeutig
bestimmte Wert b € B zugeordnet ist.

Wenden wir diese Notation auf das obige Beispiel einer Preidliste f fir Kaffemaschinen an: Es gilt dann
(KaffeemaschineB, 190) € f bzw. in der Gleichungsnotation: f (KaffeemaschineB) = 190. Vielleicht hat der Anbieter
noch ein (in der Preidiste nicht aufgefiihrtes) Modell D, das genausoviel kostet wie Modell B. Esist dann

f (Kaffemaschine D) = 190. Man beachte: Die Eindeutigkeit der Preisfunktion f besagt, dass eine Ware nicht
verschiedene Preise hat, d.h. fir eine Maschine m kann nicht einmal f (m) = 190 und zugleich auch f(m) = 140 sein.
Durch die Schreibweise als Gleichung ist dies von vornherein erzwungen (sonst hdtte man sofort Widerspriiche wie
hier: 190 = 140).

Das Beispiel geometrischer Transformationen bertihrt noch weitere Aspekte der Notation von Abbildungen. Wird die
Ebene E als Produktmenge R? (Menge aller Koordinatenpaare (x, y) der Punkte von E) aufgefasst, so lassen sich

K ongruenzabbil dungen durch geeignete Funktionen f : R?—s [R? beschreiben. Jede solche Funktion f ordnet dem
Koordinatenpaar (X, y) eines Punktes p € E das Koordinatenpaar (x', y") seines Bildpunktes p' € E zu. Neben der
Gleichungsnotation (x', y') = f(x, y) kann auch ein spezieller Pfell fir die Einzelzuordnung verwendet werden:

X, ¥) > (X', y"). Z.B. bewirkt die Vorschrift (x, y) - (X+ 2, y— 1) eine Verschiebung aller Punkte der Ebene parallel
zu dem Ortsvektor, der vom Koordinatenursprung (0, 0) zum Punkt (2, —1) fihrt. Die Transformation kann auch
koordinatenwei se angegeben werden:

X'=X+2
y'=y-1

Diesléasst sich auch in einer Gleichung zusammenfassen: f(x, y) = (x+ 2, y— 1). (Die flr ein Argument in Paarform
strenggenommen erforderliche Schreibweise f ((x, y)) wird der Einfachheit halber vermieden.)
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8.2. Allgemeine Definitionen zum Abbildungsbegriff

Mit der Einfuhrung des Abbildungsbegriffs entsteht ein gewisser Bedarf an terminol ogischen Vereinbarungen. Diese
sind ziemlich allgemein gehalten und fir sich genommen nicht besonders gehaltvoll; sie bilden aber unerlassliche
Elemente der in allen Zweigen der Mathematik benutzten " Abbildungssprache'.

m 8.2.1. Definition und Notation

Eine Zuordnung (Relation) f zwischen Mengen A und B ist durch eine Menge von Paaren (a, by mitac A, be B
gegeben (d.h. esist f ¢ AxB). Sie heif3t Abbildung (Funktion) von A nach B (bezeichnet as f : A— B), wenn eszu
jedemae Agenau einb € B gibt, daszu ain der Relation f steht: (a, b) € f. Diesen Fall beschreibt man durch die
Gleichung: b = f(a).

m Bezeichnungen

Besteht zu gegebener Abbildung f : A— B eine Gleichung b = f(a), so heifdt b Bild(wert) (oder Funktionswert) von
aunter f; umgekehrt heil3t a Urbild(wert) von b unter f (in alterer Terminologie: Argument). Die Menge A heil3t
Definitionsmenge (in aterer Terminologie: Definitionsbereich) von f, die Menge B heil3t Zielmenge von f. Stimmen
Definitions- und Zielmenge Uberein (A = B), so heift f : A— A Selbstabbildung von A. Eine spezielle
Selbstabbildung ist die Identitét oder identische Abbildung (von A), ida : A— A, definiert durchida(x) := x fir ale
xe A

m Bemerkung

Zwei Abbildungen f : A— Bund g: A— B sind gleich (f = g) genau dann, wenn fir allex € A gilt: f(x) = g(x).
(Diesergibt sich direkt aus der Definition der Gleichheit von Mengen, hier: Paarmengen.)

m 8.2.2. Definition

Sei f : A— B eine Abbildung und X c A. Die Menge aller Bilder unter f von Elementen aus X heif}t f-Bild von X
(oder: Bild von X unter f), bezeichnet mit f[X]. Esistaso f[X]:= {f(X) | x € X}. Die Definition |&sst sich auf
Mengen X ¢ Awiefolgt ausdehnen: f[X]:={f(x)|xe X N A}. Das f-Bild der Definitionsmenge A, d.h. f[A], heil3
Wertemenge von f.

m Beispid

Sei f :R—R definiert durch f(x) := 3x2+5(xeR), X = [-1; 1]. Dannist f[X] =[5; 8] und f[R] = [5; ).
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m 8.2.3. Proposition

Ist f : A— B eine beliebige Abbildung von A nach B und sind X, Y irgendwelche Teilmengen von A, so gelten die
Aussagen:

©n  fo1=0

@ XcY= f[X]cflY]

©)] f[X]c f[AlcB

@ fIXNYlIc fIXIN fY]

G fIXUYI=fIXTU f[Y]

m Bewes

(1), (2), (3) ergeben sich unmittelbar aus Def. 8.2.2 (Ubung!).

Zu(4):lstbe f[ XN Y], soexistierteinac X (Y mith = f(a). Dasomitae X undaec Y, istauchbe f[X] und
be f[Y], mithinbe f[X]N f[Y].

Zu (5): Analog zu (4), wobei hier zusétzlich f[X]U f[Y] c f[X U Y] zu zeigenist. Ist etwab e f[X], so hat man
b=f@fireinae X cXUJYundsomitbe f[X U Y]. ImFalvonbe f[Y]ist die Uberlegung dieselbe. &

Eigenschaften von Abbildungen f : A— B lassen sich gut mit Hilfe von Pfeildiagrammen anhand kleiner endlicher
Mengen illustrieren. Den algemeinen Fall stellt ein Diagramm dar, bei dem Elemente von B mehrfach oder auch gar
nicht zugeordnet werden:

Indem man die eine oder andere dieser M 6glichkeiten ausschliefdt, ergeben sich dieim Folgenden definierten
Abbildungseigenschaften.

m 8.2.4. Definition

Sei f : A— Birgendeine Abbildung. f heildt ...
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(2) surjektiv (Surjektion oder Abbildung auf B), wenn f[A] = B gilt, d.h. wenn zu jedemb e Beinae Amitb = f(a)
existiert:

m Bemerkungen

1. Der Gebrauch derartiger Diagrammeist in erster Linie eine anschauliche Hilfe zum generellen Verstandnis von
Abbildungseigenschaften. Esist dringend zu empfehlen, zu solchen Schaubildern von vornherein immer auch die
logische Beschreibung mitzudenken. In der Praxis fuhrt in den meisten Féllen nur eine formale bzw. rechnerische
Betrachtung zum Ziel.

2. Bel einer surjektiven Abbildung stimmen Zielmenge und Wertemenge tberein (jedes Element der Zielmenge
besitzt mindestens ein Urhild). Bei einer injektiven Abbildung haben verschiedene Argumente (Urbilder) stets
verschiedene Funktionswerte (Bilder). In @terer deutschsprachiger Terminologie heif3en Bijektionen auch umkehrbar
eineindeutige Abbildungen.

3. Inder Praxislasst sich die Injektivitét einer Abbildung f haufig am zweckmafigsten wie folgt nachweisen: Man
nimmt f(x) = f(x") fir beliebige Argumente x, X' an und zeigt dann, dass daraus x = x' folgt.

m Beispiel (zu Bemerkung 3)

Die (in 8.1 erwédhnte) Bremswegfunktion s: [0; co) — [0; oo), definiert durch s(v) := 1"720, istinjektiv. Ist ndmlich

S(V) = S(U), so ergibt sich v2 = U2, aso (v+ u) (v—u) = 0. Ware nun v # u, so hieRe das: v+ u = 0. Dav, u nicht beide
Null sein kénnen, hat man v + u > 0 (Widerspruch!); somit mussv = u sein.
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m Weitere Beispiele

1. Sei Q(n) die dezimale Quersumme der natiirlichen Zahl n. Dannist Q : N—N eine surjektive, jedoch nicht
injektive Abbildung. Zu vorgegebenem n e Nist etwary, := 11...1 € N ein geeignetes Urbild: Q(r,,) = n. Allerdings

n—mal
kénnen verschiedene Argumente gleiche Quersummen besitzen, z.B. Q(123) = Q(42).

2.5 M={1,2, 3,4,5.Dannist f :M — M, definiertdurch f(1) =1, f(2) =3, f(3) =5, f(4) =2, f(5) =4, eine
bijektive Selbstabbildung von M.

3. Dieldentitét ida : A— Alist bijektiv.

4. Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen der Ebene E sind surjektiv (anschaulich begriinden!). Als
abstandstreue Abbildungen f der Ebene auf sich sind sie aber auch bijektiv. Fir irgend zwei Punkte p, g€ E, p+q,
gilt ndmlich: 0 < Abstand(p, g) = Abstand(f (p), f(Q)), also f(p) # f(g) (danur voneinander verschiedene Punkte
einen positiven Abstand realisieren).

8.3. Verkettung (Komposition)

Zwei Abbildungen f : A—Bundg: B'— C lassen sich verketten (hintereinander ausfiihren), wenn die Wertemenge
der einen (hier: f) in der Definitionsmenge der anderen (hier: g) enthaltenist: f[A] c B'. Auf diese Weise gewinnt
man eine neue (zusammengesetzte) Abbildung h: A— C, die den Elementen von A Werte aus C zuordnet. Dies
geschieht einfach dadurch, dass x € A zunédchst unter f den Wert y = f(x) erhdlt und diesem y( e B) durch g
schliefllich der Wert z = g(y) zugeordnet wird. Eswird also h(x) := g(f (X)) (x € A) gesetzt.

Die folgende Definition gibt den hier beschriebenen Sachverhalt etwas pedantischer wieder.

m 8.3.1. Definition

Seien f : A— B und g: B'— C irgendwelche Abbildungen und es gelte f[A] ¢ B'. Eswerde h: A— C durch die
Vorschrift h(x) := g(f(x)) (x € A) erklart, d.h. es gelte z= h(x) genau dann, wenn fur ein geeignetes y € B' die
Relationen y = f(x) und z = g(y) bestehen.

m Bemerkung und Bezeichnung

Diein 8.3.1 erklarte Abbildung h ist in eindeutiger Weise durch f und g bestimmt. Man nennt sie Verkettung (auch
Komposition oder Hintereinanderausfiihrung) von f und g, bezeichnet alsge f (lies: "g nach f"). Mit dieser
Bezeichnung gilt: (go f) (X) = g(f (x)) fur ale in Betracht kommenden Argumente x. Warnung: Auch wenn die
Verkettung geo f existiert, [&sst sich nicht immer auch f g bilden. Ferner gilt im Allgemeinen: go f + fog.

m Beispiele

1. Zu den Funktionen f :R—R, f(x):=3x?+5,undg:R—R, g(x) := | 1 - x|, sollen die beiden
Verkettungsprodukte f og und go f ermittelt werden. Fir alex e R gilt:
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(fog) (¥ = f(gX¥) =39(X%+5=3|1-x[°+5=3x>-6x+8
(@ =g(fx)=11-fX|=11-Bx2+5|=3x2+4

2. Die Verkettung geometrischer Transformationen ist das Thema der Abbildungsgeometrie. Uberlegen Siesich
Ubungshalber das Ergebnis folgender V erkettungen: zwei Verschiebungen (= Verschiebung); zwei Spiegelungen an
zwel sich in einem Punkt schneidenden Geraden (= Drehung um diesen Punkt); zwei Drehungen um denselben Punkt
(= Drehung) etc.

Die Abbildungseigenschaften (surjektiv, injektiv, bijektiv) bleiben bei der Verkettung erhalten. Die diesbeziiglichen
Behauptungen sind im nachstehenden Satz formuliert:

m 8.3.2. Proposition

Fir Abbildungen f : A—Bundg: B— C gilt:
(0] gund f surjektiv = ge f surjektiv

(2 gund f injektiv = go f injektiv

(3) gund f bijektiv = go f bijektiv

m Bewes

Vgl. den Abschnitt " Abbildungsei genschaften und Verkettung” unter
www.uni-Fflensburg.de/mathe/zero/veranst/arithalgebra/schreiber/em_1998/kapitel_3_htm

m 8.3.3. Proposition

Far Abbildungen f : A—Bundg: B— C gilt:
@ ge f injektiv = f injektiv
2 ge f surjektiv = g surjektiv

m Bewes

Vgl. den Abschnitt " Abbildungsei genschaften und Verkettung” unter
www.uni-Flensburg.de/mathe/zero/veranst/arithalgebra/schreiber/em_1998/kapitel_3_.htm

m 8.3.4. Proposition

Seien f, g, h: A— Abeliebige Selbstabbildungen von A. Dann gilt:
(1) (fegeh=fo(geh)
2 foidy =idpof = f
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m Beweis

Vgl. den Abschnitt "Rechnen mit Abbildungen" unter
www.uni-Fflensburg.de/mathe/zero/veranst/arithalgebra/schreiber/em_1998/kapitel_3_htm

m Bemerkung

Die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes fir die Verkettung rechtfertigt die klammerfreie Notation: f cgohe.... Die
identische Abbildung spielt bei der Verkettung die Rolle eines neutralen Elements.

m Stlckweise definierte Abbildungen

Vielein der Praxis verwendete Funktionen sind nicht durch einen einzigen Ausdruck festgelegt, sondern mit Hilfe
einer Fallunterscheidung (bzgl. des Arguments) aus mehreren Rechenausdriicken aufgebaut, so z.B. die Funktion, mit
der die Einkommensteuer abhéangig vom Einkommen x berechnet wird. Ein besonders einfaches Beispiel dieser Art ist
der Absolutbetrag | x|, der = xfir x=0und = —xflr x < Qist.

Abbildungen (Funktionen) f, diein dieser Weise gegeben sind, heif3en stiickweise definiert. Dabei ist bzgl. des
Funktionsarguments eine vollstandige Fallunterscheidung zu treffen: Die Definitionsmenge Avon f wirdin
paarweise digunkte Teilmengen Cy, C,, ..., Cy, zerlegt, deren Vereinigung ganz A ist (sog. Klasseneinteilung). Damit
kann dann f (x) fur jedes x € A festgelegt werden, indem man den Wert von f (x) in jedem der mdglichen (einander
ausschliefienden) Fallex € Cj (1 < j < m) angibt.

m Beispid

einer stickweise definierten reellen Funktion f :R—R . Die Definitionsmenge (ganz R) werde in drei Intervalle
zerlegt: 11 = (—o0; —1], I, = (-1; 1), I3 = [1; o0), auf denen f jeweils durch unterschiedliche Berechnungsvorschriften
festgelegt ist:

3%, Xel
X

fx:=) % xXel;
X%, Xxelz

Der Funktionsgraph von f zeigt an den Grenzen desinneren Intervalls I, Sprungstellen:

10+
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Eine stiickweise definierte Selbstabbildung f einer Menge lasst sich als Verkettungsprodukt ihrer " Fallfunktionen”
auffassen, wenn sie nicht aus den "Fallmengen” C; herausfuhrt: f[C;] c C; fur j =1, 2, ..., m. (Ein Beispiel hierfur
ist die eben definierte Funktion, fur die man tbungshalber f[11] C 14, f[l2] € 1> und f[l3] C I3 bestétige).

Wir wollen den Sachverhalt anhand einer stlickweise (auf zwei disjunkten Fallmengen Cy, C, mit A=C; U Cy)
definierten Funktion f : A— A darlegen (was sich problemlos auf den allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl von
Fallmengen Cq, Cy, ..., C,, erweitern lasst):

01(¥), xeC

) = { R, xeC

Die folgende stiickweise Definition erweitert den Definitionsbereich der g; auf ganz A:

gj(x), xeC;j

) fj(x)::{ X xe A\Cj

m 8.3.5. Proposition

Sei f:A— A stiickweise gemaf3 (*) definiert und die g; : Cj — C; Selbstabbildungen der C; (j = 1, 2). Dann gilt
mit den gemald (**) definierten Funktionen fy, f,:

(1) f]_O f2 =f
2 fpofy = fofp

m Bewes

Zu (2): Fur x e Cq gilt: (fyo fp) (%) = f1(f2(X) = f1(X) = g1(X) = f(X). Fir x € C, gilt:
(frof) (%) = f1(f2(X) = f1(92(X) = Go(X) = F(X).

Zu (2): Wieunter (1) zeigt man fir alexe A= Cy | Cy: (fae fp) () = f(X). &

In Abschnitt 8.6 werden wir u.a. der Frage nachgehen, wie sich zu gegebener Selbstabbildung einer Menge eine Art
"natirlicher" Klasseneinteilung dieser Menge gewinnen l&sst (und in deren Gefolge eine Darstellung der Abbildung
als kommutierbares V erkettungsprodukt gemal3 Prop. 8.3.5).

8.4. Umkehrung

m 8.4.1. Proposition (Satz von der Umkehrabbildung)

Zu jeder bijektiven Abbildung f : A— B gibt es genau eine bijektive Abbildung g : B— A derart, dass
gef =idaund fog=idp.

m Bewes

Vgl. den Abschnitt "Satz von der Umkehrabbildung” unter
www.uni-Fflensburg.de/mathe/zero/veranst/arithalgebra/schreiber/em_1998/kapitel_3_.htm
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m Bezeichnung

Dienach 8.4.1 zu bijektivem f eindeutig bestimmte Abbildung g heif3t inverse Abbildung (auch Umkehrabbildung)
von f. Siewird mit f ! bezeichnet. Mit dieser Bezeichnung gilt: f~1(f(x)) = x fur allex € A sowie f(f~1(x)) = x fur
dlex e B.

m 8.4.2. Proposition (" Umkehrrege™)

Seien f : A— B, g: B— C bijektive Abbildungen. Dannist go f : A— C hijektiv, und es gilt:
(gof)y™*=ftogh

m Bewes

Dass go f : A—> C bijektiv ist, ergibt sich aus Prop. 8.3.2. Gemal Prop. 8.4.1 bleibt daher nur zu zeigen, dass
f~Log~! die Umkehrabbildung von ge f ist. In der Tat gilt fur allex € A:

(fLeg™ho(ge f)) 0 = f g Hg(f ) = f~Lids(f (X)) = fL(f(X) = ida(X)

8.5. lteration

m 8.5.1. Definition
Sei M eineMengeund f : M — M eine Selbstabbildung von M. Zu ganzem n = 0 wird eine Abbildung f":M — M,
die n-te Iterierte von f, wie folgt rekursiv definiert:

fO=idy

fi=fof"™firn=1

m Bemerkung

Dien-te Iterierte von f ist das n-fache Verkettungsprodukt von f mitsichselbst; f" = fo..of

n—mal

m Beispiele

1.SeiM =1{1, 2,3, 4, 5} und f : M — M definiert durch f(1) = 1, f(2) = 3, f(3) = 5, f(4) = 2, f(5) = 4. Dann gilt:
4= idy.

2.Se f :R—R definiert durch f(x) = ax+ b (mit reellen Zahlen a, b). Fir a= 1 gilt: f"(x) = X+ nb; fir a+ 1 gilt:
fix)=a"x+hb- a:_‘ll . — Zur Bedeutung und genaueren Diskussion dieses Beispiels vgl. man Kapitel 2 unter
www.uni-Fflensburg.de/mathe/zero/veranst/model Ibildung/model Ibi ldung.html
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m 8.5.2. Definition

Zu beliebigem x e M sei By := {f*(x) | k=0, 1, 2, ...} (bezeichnet als: bei x beginnende Bahn von f ).

m 8.5.3. Proposition

Fir Bahnen von Abbildungen f : M — M gilt:
D X € By

()] ue By = B, c By

(3  fIBxIcBx

4 f(=x = BxcBy

m Beweis

Zu (1): Klar wegen x = f0(x) e By.

Zu(2): Sel y e By, dannist y = f"(u) fur einn> 0. Danach Voraussetzung u € By, hat manu = f™(x) fir einm= 0.
Damit ergibt sich: y = f"(fM(x)) = f™"M(x), dso y € By.

Zu (3): Sei y e f[By], dannist f(u) = yfur einu € By. Zum einen ist daher y € B, zum anderen aufgrund von (2):
By C By, insgesamt also y € By.

Zu (4): Isty € By, soist y = f"(x) mit einem n > 0. Nach Einsetzen der V oraussetzung erhalten wir:
y = f(f(u) = f™(u), mithiny € B.

m Beispid

Man betrachte die dezimale Quersummenfunktion Q : N—N. Die bei a = 23478791 beginnende Bahn von Q ist
endlich: B, = {23478791, 41, 5}. Hat man eine VVorgangerzahl b mit der Quersumme a, so gilt: B; c By (vgl. Beh. (4)
von Prop. 8.5.3). Die Erweiterung der letzten Bahn lasst sich (in diesem Beispiel) offenbar beliebig fortsetzen.

Der folgende L ehrsatz férdert eine bemerkenswerte Eigenschaft injektiver Abbildungen zutage:

m 8.5.4. Proposition

Sei f : M — M eineinjektive Abbildungunda e M\ f[M] beliebig (d.h. aiist ein Element, daskein
Urbild unter f besitzt, und f ist daher nicht surjektiv). Dann ist die bei a beginnende Bahn B, eine
unendliche Menge.
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m Beweis

Durch Induktion zeigt man: Die fX(a), k=0, 1, 2, ..., sind lauter verschiedene Elemente von M. Vgl. den Abschnitt
"Iteration™ unter
www.uni-Fflensburg.de/mathe/zero/veranst/arithalgebra/schreiber/em_1998/kapitel_3_.htm

m Bemerkung und Beispiel

Eineinjektive, aber nicht surjektive Selbstabbildung einer Menge ist nur maglich, wenn die Menge unendlich viele

Elemente besitzt. Als"Galilei's Paradoxon” bekannt ist die Tatsache, dass durch die Funktion f(n) = n?, ne N, eine
injektive Zuordnung N— N realisiert wird, derzufolge es ebensoviele Zahlen wie Quadratzahlen gibt. Andererseits
bilden die Quadratzahlen eine echte Teilmenge vonN.

m 8.5.5. Proposition

Sei M eine endliche Menge und f eine Selbstabbildung von M. Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
@ f ist bijektiv

2 f istinjektiv

3 f ist surjektiv

m Bewes

Die Behauptung ergibt sich aus Prop. 8.5.4. Vgl. dazu den Abschnitt "Iteration" unter
www.uni-Fflensburg.de/mathe/zero/veranst/arithalgebras/schreiber/em_1998/kapitel_3.htm

8.6. Zerlegung endlicher Selbstabbildungen

In diesem Abschnitts wollen wir A als beliebige endliche Menge und f : A— A asirgendeine Selbstabbildung von A
voraussetzen. Gesucht ist eine Klasseneinteilung {Cy, ..., Ci} von A, die eserlaubt, f "in natirlicher Weise" als
Verkettungsprodukt von Funktionen f, ..., f, darzustellen.

Als Fallmengen C; bieten sich auf den ersten Blick die Bahnen der Abbildung f an. Ihre Vereinigung ist sicherlich
= A, und fir beliebiges x € A gilt: f[By] C By (Eigenschaft (3) in Prop. 8.5.3). Allerdings kénnen wir nicht erwarten,
dassirgend zwei Bahnen disjunkt sind.

m Beispid
A=1{1,2, ..., 10}, f(x) =1+ (2x3 mod10. Wir berechnen zunéchst die Bahnen von f, diebei 1, 2, ..., 10 beginnen:

By =1{1,3,5 =B3=Bs
B={2,7}
Bs=1{4,9}
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Bs = {6, 3,5, 1}
{7
{8,5,1, 3}
By = {9}
By =1{10, 1, 3, 5}

By
Bs

Fassen wir zueinander nicht disjunkte Bahnen zusammen, so entstehen drei Gruppen:
Gruppe 1: B1, Bs, Bs, Bg, Bg, Bio
Gruppe 2: B, B
Gruppe 3: B4, Bg

Diein jeder Gruppe vorkommenden Elemente aus A bilden einen zusammenhangenden Graphen, in welchem ein
Element (eine Ecke) x durch eine gerichtete Kante mit der Ecke y genau dann verbunden ist, wenn y = f (x) gilt:

¢ 4
AT~ [ "
P \ 1'.'. < I:. j
5 e v ] o
___,.-""5* .‘“'\-_'} .'L__.. ““-—;I
*g &

Beobachtungen:

1. Wir definieren Cq, C,, Cs as Vereinigung der Bahnen in den Gruppen 1 bzw. 2 bzw. 3, also:

C1=1{135,6,8, 10}, C; = {2, 7}, C3 = {4, 9}. Diese C; heien Orbits von f. Sie bilden eine Klasseneinteilung von
A, aulRerdem gilt f[C;] ¢ C;. Damit sind (gemél3 Prop. 8.3.5) Abbildungen f; definiert, deren (kommutierbares)
Verkettungsprodukt mit f Ubereinstimmt:

f1° f20 f3 =f

2. Der Durchschnitt aller Bahnen, die gemeinsame Elemente besitzen, besteht aus zyklisch (kreisférmig)
angeordneten Elementen. Fir den ersten Orbit ergibt sich: B; (1 Bz () Bs (1 Bg () Bg () Bio = {1, 3, 5}. Der zweite und
dritte Orbit liefern 1-elementige Durchschnitte {7} bzw. {9} (und entsprechende Kreise der Lange 1).

Es soll nun gezeigt werden, dass sich diese am speziellen Beispiel gemachten Beobachtungen sinngemal3
verallgemeinern lassen. Dazu nehmen wir 0.E. an: A= {1, 2, ..., n}. Die bei x beginnenden Bahnen By (1 < x<n)
werden (wie im Beispiel) in Gruppen eingeteilt, deren jede genau die Bahnen enthdlt, die nicht disjunkt zueinander
sind. Es mogen auf diese Weise m Gruppen entstehen. Es bezeichne C; die Vereinigung und K; den Durchschnitt aller
Bahnen der j-ten Gruppe (1< j <m).

m 8.6.1. Proposition

1) CU..UCn=AundCNCj=0firi# |
@  fIClcCfirdlej=1,2 ..., m
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m Beweis

Zu (1): Esist offensichtlichC, U ... UCmn =By U ... U B, = A. Ferner gilt: Der Durchschnitt von C; =B, U B, U ...
und Cj = B, U By U ... ergibt sich nach mengenal gebraischen Rechenregeln (vgl. Prop. 2.4.1) als Vereinigung leerer
(!) Durchschnitte: G ﬂ Cj =(By ﬂ Bx) U (By ﬂ By) U (By ﬂ By) U (By ﬂ By) U e = (D

Zu (2): Nach Prop. 8.2.3,(5) hat man zunéchst f[Cj] = f[BxUBy U ...] = f[Bx] U f[By] U .... Berlicksichtigen wir
nun auf der rechten Seite dieser Gleichung, dass nach Prop. 8.5.3,(3) f[Bx] C Bx usw. gilt, so liefert diesdie
behauptete Inklusion. &

m 8.6.2. Proposition

Sei A eine nichtleere endliche Menge und f : A— Aeine beliebige Selbstabbildung von A. Dann gibt es
genau eine feinste Klasseneinteilung Cy, ..., Cy von Amit f[C;] ¢ C; sowie eindeutig bestimmte
Selbstabbildungen fy, ..., fnyvon Amit f = fio...o f, und

f(x), xeC;j

fio0 ={ X, xeA\C;

(Ll<j=m).

m Beweis

Die oben durchgefiihrte Konstruktion liefert eine (feinste) Klasseneinteilung Cq, ..., Cy, von A, welche (nach Prop.
8.6.1) die Eigenschaft f[C;] C C; besitzt (j =1, 2, ..., m). Daher ist g;, definiert durch g;(x) = f(x) fur x e C;, eine
Selbstabbildung von C;. Wiein Prop. 8.3.5 erhalten wir hieraus Funktionen f;, fur die die behauptete
Zerlegungsgleichung gilt; die Reihenfolge der "Faktoren" f; spielt dabei keine Rolle.

In Bezug auf die Klasseneinteilung sind die Faktoren des V erkettungsprodukts eindeutig. Um dies nachzuweisen,
nehmen wir Abbildungen hy, ..., hy, an, welche die in der Behauptung erwahnten Eigenschaften der fy, ..., fi
besitzen. Wir zeigen f; = h; fir jedes j € {1, ..., m}. W&hit man x € C; beliebig, so ergibt sich einerseits

f;(X) = (fro...o fm) (X) = f(X) und andererseits hj(x) = (hyo...ohy) (X) = f(X), mithin f; = h;.

Schliefflich nehmen wir an, es gébe einevon {Cy, ..., Cy} verschiedene Klasseneinteilung {Dy, ..., Dp} mit

f[Dk] € Dx (1 <k =< p). Dann muss es ein C; und ein Dy mit nichtleerem Durchschnitt S geben. Mit Hilfe von Prop.
8.2.3,(4) ergibt sich: f[S] c f[C;]1 N f[Dk] € C; N Dk = S. Man erkennt: Durch geeignetes Abspalten von S aus C;
l&sst sich die urspriingliche Klasseneinteilung weiter verfeinern (Widerspruch). &

Im Anschluss an unser obiges Beispiel hatten wir beobachtet: Der Durchschnitt aller Bahnen, die gemeinsame
Elemente besitzen, besteht aus zyklisch angeordneten Elementen. Wir verifizieren diesin folgender Form:

m 8.6.3. Proposition

f[Kj]=K;furalej=12 ... m
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m Beweis

Wir setzen Kj = Bx (1 By () ...und wahlen a € K| beliebig. Da B, eine der Bahnen ist, deren Durchschnitt K; ist, hat
man B, 2 K. Andererseits gehtrt a zu allen Bahnen By, By, ..., so dass nach Prop. 8.5.3,(2) B, C By, Ba C By, usw.,
asoauch By € By (1 By ... = Kj. Insgesamt ergibt sich: Zu a € K ist stets B, = K;. Da f[Ba] € Ba (nach Prop.
8.5.3,(3)), bleibt noch zu zeigen: B, ¢ f[B,].

1. Fal: a= f(a). Esfolgt By = {a} und f[B,] = B,.
2. Fel: a+ f(a) = . Daain samtlichen By, By, ... vorkommt, muss auch die Sequenz a, &, in alen Bahn-Folgen
By: % f(X), f4(x), ...
By: v, f(y), f2(y), ...
... USW.

auftreten. Insbesondere gilt dies fur die bel a;beginnende Bahn B, = {ay, f(a), f2(ay), ...}, die (wegen ihres
nichtleeren Durchschnitts mit B, = {a, a4, ...}) zu den K "erzeugenden” Bahnen gehort. Das bedeutet aber, dass a
unter den f(ay), f2(ay), ... vorkommt und daher zu f [B,] gehort. Die librigen Elemente von B, sind Bilder von a und
gehoren daher selbstverstandlich zu f[B,]. ¢

8.7. Permutationen

Im weitesten Sinn versteht man unter den Permutationen einer Menge M die bijektiven Selbstabbildungen von M.
Danach wéren z.B. die Kongruenzabbildungen der Ebene E (bzw. R?) als Permutationen der Ebene anzusehen. Im
Folgenden wird der Begriff "Permutation” nur in Bezug auf endliche Mengen benutzt.

Als Prototypen endlicher Mengen werden in diesem Abschnitt die Anfangsstiicke von N betrachtet, d.h. die Mengen
A, :=(1, 2, .., n}. Esist A, # @ fir n = 1; die Elemente von A, heiRen "Ziffern". Dies stellt keine Beschrankung der
Allgemeinheit dar.

m 8.7.1. Definition und Bezeichnungen

Eine bijektive Abbildung p: An— A, heildt Permutation vom Grad n. Fir p(k), k € Ay, schreiben wir auch px und
notieren die Permutation in der Zweizeilenform:

B ( 1 2 ..n )
P=Up p2 o o
Dieldentitét (hier mit e bezeichnet) ist die Permutation
B 12 ..n
€= (1 2 ..n )
Verkettungsprodukte peq werden ohne das V erkniipfungszeichen o notiert: pg. Es bezeichnet S, die Menge aller
Permutationen vom Grad n.
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m Bemerkung

Aus diversen Lehrsétzen (dieses Kapitels 8) ergeben sich sofort (ohne nochmaligen Beweis) die folgenden
Grundtatsachen Uber Permutationen:

Faradlep, g, r e Syailt

D  pgesn

(2 (por=np@n

(3 pe=ep=p

@ (pgt=qgtpt
Die im vorangehenden Abschnitt behandelte Zerlegung endlicher Selbstabbildungen stellt sich fir bijektive
Funktionen f stark vereinfacht dar: Ein Orbit C; und der in ihm enthaltene Kreis K; fallen jetzt namlich zusammen.

(Sonst miisste es ein Element u von C; geben, dessen Nachfolger f(u) in K; liegt. Dort hat aber f(u) einenvonu
verschiedenen Vorganger v e K, d.h. f(u) = f(v) bei u # v, im Widerspruch zur Injektivitét von f.)

Wir zeigen dies genauer in

m 8.7.2. Proposition

finjektiv = C; =K; (firalej=1,2, ..., m).

m Bewes

Sei wieder — wieim Beweiszu 8.6.3 - Kj = Bx (1 By () .... Wir nehmen indirekt an, esgebeeina e C;\K;. Diebei a
beginnende Bahn B, hat mit einer der By, By, ... nichtleeren Durchschnitt, weshalb K; C B, gilt. Ein beliebiges

k € K| l&sst sich somit darstellen alsk = f"(a) mitr = 1 (r = O ist durch dieindirekte Annahme a ¢ K;
ausgeschlossen). Wir betrachten das (nach dem PdkZ gesicherte) kleinster = 1, fiir das f"(a) € K;. Dann gehort der
"Vorganger" u:= f'~1(a) jedenfalls nicht zu K; . Andererseits besitzt f'(a) wegen f[K;] = K; (Prop. 8.6.3) einen
Vorganger v e Kj, d.h. f(u) = f(v) bei u=+ v (im Widerspruch zur Injektivitdt von f).

m Bemerkung und Bezeichnungen

Aus Prop. 8.7.2. geht hervor, dass fur Permutationen die Begriffe "Orbit", "Kreis' und "Bahn" zusammenfallen. Wir
erhalten daher nach Prop. 8.6.2 zu gegebenem p € Sy, eine eindeutig bestimmte Zerlegung von A, = {1, 2, ..., n}in
zyklische Bahnen Ky, Ky, ..., Km, fur diegilt: p[K;] = K; (1 < j < m). Die Abbildungen

pk), ke Kj

zj(k) = { K ke AnK,

heil3en dementsprechend Zyklen; offensichtlich sind sie bijektiv. Haufig notiert man sie durch Auflistung der
zugehdrigen Bahnelemente (Ziffern) in Klammern: z; = (k p(k) p?(K) ...). Besteht K; aus mehr als einem Element, so
nennen wir z; einen echten Zyklus (oder: zyklische Permutation), andernfalls einen trivialen Zyklus.

Wir fassen das fir Permutationen grundlegende Ergebnis in einem Lehrsatz zusammen:
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m 8.7.3. Proposition (Zyklenzerlegung von Permutationen)

Jede Permutation pist (bis auf die Reihenfolge) eindeutig als Zyklenprodukt p = z ... 7, darstellbar.

m Bemerkung

Die Zyklenzerlegung bzw. -schreibweise von Permutationen bringt u.a. Rechenvorteile. So wird ein Zyklus einfach
dadurch invertiert, dass man seine Ziffern in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt. Bei der Berechnung der n-ten
Iterierten (Potenz) riicken ale Ziffern um n Plétze weiter.

m Beispiele

L o< 1234567
'p‘(s 764123
eigens notiert werden (denn: (4) = e (Identitét)).

) € S7 lautet in Zyklendarstellung: p = (15) (27 36). Der Einerzyklus (4) muss nicht

Aus der Zyklendarstellung gewinnt man sofort: p~t = (51) (6372) sowiez.B. p? = (23)(76) und p® = (15) (26 37).

2. Eine Permutation p ist zyklisch, wenn genau einer der Faktoren z, ..., z, zu einer Bahn mit Lange > 1 gehort. Z.

1234
B. ist die Permutation 4. Grades( ) =(142) indiesem Sinne zyklisch.

4132

m 8.7.4. Proposition

p Zyklus= Esgibt eina e N mit p* = e.

m Bewes

Wir betrachten eine beliebige Bahn B; von p. Nach Prop. 8.6.3 gilti € B; = p[Bj], dsoi = p(k) fir eink € B;. Wir
stellenk dar alsk = pf(i) mit ganzemr = 0. Eingesetzt liefert dies: i = p(p'(i)) = p™*(i). Wir zeigen, dass fir jede
Ziffer x gilt: p*1(x) = x. Ist némlich x ¢ B;, o hat man sogar p(x) = x. Im anderen Fall, x € B;, gibt esein s> 0 mit
x= pX(i), und wir erhalten: p™*1(x) = p"(p%i)) = pX(p*(i)) = pi) = x. &

m 8.7.5. Proposition

p beliebige Permutation = Esgibt eéina € N mit p* = e.

m Bewes

Wir stellen p (nach Prop. 8.7.3) als Zyklenprodukt p = z, ... z, dar. Prop. 8.7.4 liefert uns zu jedem dieser Zyklen z;
eine natirliche Zahl a; mit ;" =e (1< j <m). Nunsei @ € V(ay, ..., @m) (ein beliebiges gemeinsames Vielfache
der a1, ..., m), d.h. esgibt positive ganze Zahlen ky, ..., ky derart, dass @ = kj @ fir j =1, ..., m. Beachtet man die
Vertauschbarkeit der Zyklen, so ergibt sich:
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P =71 ... Zn)* = 2% ... Zn® = (22°D)M1 L (zM)m = dm =g

m 8.7.6. Definition

Die kleinste natiirliche Zahl «, fir die p* = eist, heil?t Ordnung der Permutation p, notiert: ord(p).

m Beispid

Die Permutation p = (15) (27 36) ( € S7) besitzt die Ordnung 4, denn es gilt p* = esowie p* zefirl<a <4
(Begriindung!)

m 8.7.7. Proposition

Ist p=2 2 ... zy die Zyklenzerlegung der Permutation pund sind Iy, 15, ..., |, die zugehérigen
Zyklenlangen (= Anzahlen von Elementen in den zugehdrigen Bahnen), so gilt:
Ord(p) = kgv(llv I2! ey Im)'

m Bewes

1. Wir zeigen zunéchst, dass fir einen einzelnen Zyklus z mit zugehdriger Bahnlénge | gilt: ord(z) = 1. Ist a irgendein
Element der Bahn von z, so betrachten wir ihre | Elemente: a, z(a), ..., Z2-1(a). Es gilt: Z(a) = a. Denn wére, indirekt
angenommen, Z(a) = Z(a) fir 1 < r < |, mithin 2Z-(a)) = 27 ~(a)), so widerspréche dies der Injektivitat von z
(wegen Z2-1(a) + Z-1(a)). Zwar gilt fir alle x ¢ B, bereits Z-(x) = x, doch erhalten wir auf der vollen
Definitionsmenge von zallenfalls Z = eund Z # efir k < |. Esist also | = ord(2).

2. Esgelte nun (wiein Nr. 1 fir einen einzelnen Zyklus zaus| Ziffern): 2 = e. Dannist a durch | teilbar. Beweis:
Nach Nr. 1 haben wir Z = e= 2 mit ord(z) = | < . Division mit Rest liefert: @ = k-1 +r,wobe O<r <|I.Ista
irgendeine Ziffer aus der Bahn von z so gilt: a = 2(a) = Z!*'(a) = (2)* (Z () = &(Z(a)) = Z(a). Esmussalsor = 0
sein (da sonst ein Widerspruch zu 1 < ord(2) = | vorl&ge).

3. Schlieflich gehen wir von p® = e aus. Es ergibt sich z,* % ... z,* = e und (aufgrund der Eindeutigkeitsaussagein
Prop. 8.7.3): zj* = efur j =1, 2, ..., m. Nach Nr. 2 ist somit | | @ bzw. @ ein gemeinsames Vielfaches der
Zyklenléngen |y, |5, ..., Im. Daher erweist sich daskleinste @ > 1 mit p* = ealsdaskgV der g, I, ..., Im. @
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l 9. Kombinatorische Grundbegriffe

Die Kombinatorik (genauer: die sog. abzahlende Kombinatorik) beschéftigt sich damit, Objekte bestimmter
Beschaffenheit zu z&hlen. Das |auft darauf hinaus, die Anzahl | A| von endlichen Mengen A zu ermitteln, wobel es
sich bei diesen A's um Teilmengen (einer Grundmenge M) handelt, die durch bestimmte strukturelle Eigenschaften
gekennzeichnet sind.

Alleim Folgenden auftretenden Mengen A, B, C, ..., M, ... werden als endlich vorausgesetzt.

9.1. Elementare Abzahlregeln

m 9.1.1. Summenregel

Fir disunkte Mengen A, B gilt:
IAUBI=|Al+]|B]

m 9.1.2. Produktregel

Fur beliebige Mengen A, B gilt:
|AxB|=|Al-|B]|

m 9.1.3. Gleichheitsregel (= Zuordnungsregel)

Fur beliebige Mengen A, B gilt:
| Al = | B| < Esgibt eine bijektive Abbildung f : A— B.
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m Bemerkung

An dieser Stelle (wie auch in Lehrbiichern der Kombinatorik tblich) werden die elementaren Abzéhlregeln als
unmittelbar einleuchtende Tatsachen tiber Anzahlen endlicher Mengen zu Grunde gelegt. Damit soll keineswegs die
Notwendigkeit heruntergespielt werden, sie als mathematische Behauptungen, die sie nun einmal sind, auch streng zu
beweisen. Wir wollen dennoch darauf verzichten. Die Beweise erfordern némlich einen Rahmen, der hier nicht zur
Verfligung steht; insbesondere miisste es dieser Rahmen gestatten, den Begriff der endlichen Menge genauer zu
fassen (wozu es mehrere Alternativen gibt) sowie den Begriff der Anzahl prézise einzufiihren, um dann die obigen
Regeln, z.B. durch Induktion, zu begriinden. Wer sich fur diesen Fragenkreisinteressiert, mag das Buch von W.
Felscher zu Rate ziehen: Naive Mengen und abstrakte Zahlen I, B.l.-Wiss.Verlag: Mannheim 1978.

m 9.1.4. Definition und Bezeichnungen

Sei X eine Menge von n Elementen, n > 0, k = 0. Eine k-gliedrige Folge X1, X, ..., X von lauter verschiedenen
Elementen aus X heif3t k-Permutation ohne Wiederholung (0. Wdh.) von X. Wenn sich die Elemente wiederholen
konnen, spricht man von einer k-Permutation mit Wiederholung (m. Wdh.) von X. Mit P(n, k) bzw. P*(n, k) werden
die zugehdrigen Anzahlen bezeichnet.

m 9.1.5. Proposition

D Pin,k)=nin-2)-...-(n-k+1) (O<k<n)
2 P k=n (n=1k=0)

m Bewes

Zu (1): Das Element x; kann auf n Weisen gewahlt werden, danach x, noch auf n — 1Weisen, usw. Die Behauptung
ergibt sich mit Hilfe der Produktregel. Zu (2): Fur jedes der k Elemente gibt es n Wahiméglichkeiten. &

m Bemerkungen

1. Man beachte: (2) gilt auch dann, wennk > nist.

2.1n (1) ist der Sonderfall k = n von Interesse: Eine n-Permutation (von n Elementen) kann als Umordnung von n
Dingen gedeutet werden, d.h. as gewdhnliche Permutation € S;,. Ihre Anzahl P(n, n) notiert man auch asn! (lies: "n
Fakultat"; vgl. auch Abschnitt 1.6).

Die Folge der Fakultéten wéchst rasch:
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DN P

24

120

720

5040

40320

362880

3628800

39916800

479001600
6227020800
87178291200
1307674368000
20922789888000
355687428096000
6402373705728000
121645100408832000
243290200817664000C

3.Nach9.1.5, (1) gilt: P(n, k) = TR

4, Esist 0! =1, ferner P*(0, 0) = 1.

m 9.1.6. Proposition

Sel X eine Menge von n Elementen, n > 1, Po(X) die Menge der geradzahligen, £1(X) die Menge der
ungeradzahligen Teilmengen von X. Dann gilt: | Po(X) | = |P1(X)|.

m Beweis

Fir beliebigesa € X wird f : Pp(X) - P1(X) definiert durch f (M) =M + {a} fir dleM e Py(X). Man zeigt: fist
bijektiv. Dann gilt nach der Gleichheitsregel: | Po(X) | = |P1(X)|. &

m Bemerkung

Aus Prop. 3.2.3 ist bereits bekannt: | P(X) | = 2" = 21X
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9.2. Permutationen mit vorgeschriebenen Wiederholungen

m 9.2.1. Definition

Sel X = {Xq, X2, ..., Xn}. Eine k-Permutation von X _mit vorgeschriebenen Wiederholungen ist eine Folge von
Elementen aus X, in der x; genau ri-mal auftritt, wobel ry, rp, ..., rp,>0undry +r, + ... + ry = k. Die zugehdrige
Anzahl werde mit P(r4, ..., rn | K) bezeichnet.

m 9.2.2. Proposition

k!

P(rq, ..., k) =
(1 nlk r! 1!

m Beweis

Beweisskizze (anhand eines Beispiels):

Ausdenn=5BuchstabenA B E L N sollen 9-Permutationen mit vorgeschriebenen Wiederholungshaufigkeiten 3,
1,1, 2, 2 gebildet werden. Beispiel einer solchen Permutation ist das Wort ANNABELLA.

Insgesamt gibt es 9! = 362880 Anordnungen verschiedener (hier: farblich unterscheidbar gemachter) Elemente
ANNABELLA. Werden nun die 3( =r;) Varianten A A A identifiziert (d.h. hinsichtlich ihrer Farbe nicht
unterschieden), so fallen alle digjenigen Permutationen (zu einer einzigen) zusammen, die sich nur in der Anordnung
der A A A unterscheiden. Dies verkleinert die Menge aller Permutationen auf ein 6-tel ihres Umfangs (6 = 3!).
Verfahrt man in analoger Weise mit den Buchstaben L und N, so bleiben am Ende -2 = 15120 Permutationen
dbrig. &

m Bemerkung

Die Permutationen von n Elementen 0. Wdh. sind in dem Spezidfal r; = ... = r, = 1, k = n enthalten. Es gilt:
P@Q, ...,1n=n!.

9.3. Kombinationen

Kombinationen sind Folgen von Elementen, bei denen es auf die Reihenfolge nicht ankommt. Sie lassen sich am
Urnenmodell veranschaulichen: Beim Zahlenlotto "6 aus 49" zieht man 6 Kugeln aus einer Urne mit 49 nummerierten
Kugeln. Eine gezogene Kugel wird nicht wieder zuriickgel egt, die Ziehung enthdlt demnach keine Wiederholungen.
Daes auf die Reihenfolge nicht ankommt, werden am Ende die 6 Kugeln in der aufsteigenden Folge ihrer Nummern
angegeben. Diesist ein Muster fir eine Kombination ohne Wieder holung. Wiirde man die Kugeln wieder
zuriicklegen, so wére das Ergebnis einer Ziehung (im allgemeinen) eine Kombination mit Wiederholung.
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Sei X ={Xq, ..., Xn} eine beliebige endlicheMenge: | X |=n=0.

m 9.3.1. Definition

EineFolge x;,, ..., Xj, von Elementen aus X heif3t k-Kombination (von n Elementen) o. Wdh. bzw. m. Wdh., wenn
j1<..< jkbzw. j; <... < jk gilt. Die zugehtrigen Anzahlen werden mit C(n, k) bzw. C*(n, k) bezeichnet.

n
Traditionell schreibt man fir C(n, k) auch ( k) (lies: "n Uber k).

m Beispid

X ={1, 2, 3}. Esgibt sechs 2-Kombinationen m. Wdh.: 11, 12, 22, 13, 33, 23.

m 9.3.2. Proposition

!
T Ki(n—k!
n+k—1)_ (n+k-1!
k ~ k!(n-1)!

,wobeiO<k=<n

n
®  cnb=(,)

2 C*(n, k) :( ,wobein > 1, k = 0.

m Bewes

Man zéhlt Kombinationen zweckmal3ig dadurch ab, dass man sie al's Permutationen mit vorgeschriebenen
Wiederholungen darstellt und die Gleichheitsregel anwendet.

0
Zu(1).1stn=0, soauch k=0. In diesem Fall gibt es genau eine 0-Kombination (leere Folge), d.h. C(0, 0) =1 = (O)

Sei nun n = 1 angenommen. Eine k-Kombination X;,, ..., xj, 0. Wdh. Iasst sich eindeutig al's 0-1-Folge f; ... fy
codieren: Man setzt dazu f; = 1, fallsi einesder |4, ..., jx ist, andernfalls f; = 0. Jede so definierte Folge enthalt
genau k Einsen und n — k Nullen. Nach der Gleichheitregel und der Bemerkung zu 9.2.2 ergibt sich

C(n, k) = P(k, n— k| n) und somit die Behauptung.

Zu (2). Fur k=0 gibt es genau eine 0-Kombination mit Wiederholung (leere Folge), und es gilt

C*n,0)=1= ( ) Sei nun k = 1 angenommen. Eine k-K ombination mit Wiederholung wird in eindeutiger

Weise als 0-1-Folge der Lénge n + k — 1 codiert: Fir jedes Vorkommen eines Elements wird eine 1 hingeschrieben;
zwischen die 1-Blocke (die auch leer sein kdnnen) wird eine O geschrieben. Zum Beispiel bezeichnet (im Fall
n=7, k= 6) das Wort 001110100110 die folgende 6-Kombination von 7 Elementen mit Wiederholung:

az ag ag a4 ag 8. Umgekehrt wird z.B. (im Fall n = 7, k = 4) a, a4 a4 a; als 0100110001 codiert. Allgemein entsteht
auf diese Weise eine Folge aus n + k — 1 Elementen, darunter k Einsen und n — 1 Nullen. Die Gleichheitsregel und
Prop. 9.2.2 liefern dann C*(n, k) = P(k, n— 1| n+ k — 1) und damit die Behauptung. &



kapitel09.nb

9.4. Auswertung binomischer Terme

Im Folgenden behandeln wir die Auswertung des allgemeinen binomischen Terms (a + b)" (n eine natiirliche Zahl)
n

und die grundlegenden Eigenschaften der Binomialzahlen ( K ) k=0,1,2, ..., n, deindiesem Zusammenhang

auftreten.

Fir n = 2 und n = 3 erhdlt man nach kurzer Rechnung (Ausmultiplizieren!) die aus dem Schulunterricht bekannten
Formeln:

(@+bZ2=2a2+2ab+b?
(a+bP=a%+3a?b+3ab?+b’
Allgemein: Aus (a+ b)" entstehen durch Ausmultiplizieren lauter Summanden in der Form eines Produkts aus k

Faktoren a und n — k Faktoren b, wobei 0 < k < n. Es bezeichne B(n, k) die Anzahl, in der das Produkt ak b" K auftritt.
Die B(n, k) heif3en Binomiakoeffizienten (auch: Binomialzahlen).

m 9.4.1. Proposition (Binomialsatz)

n

(@a+b"= Z (E)a“ p-k

k=0

m Beweis

Nach obiger Definition der Binomialkoeffizienten ist (a+ b)" = Y.0_, B(n, k) ak b™*. Wir zeigen B(n, k) = C(n, k).
Dazu betrachten wir (a+ b)" = (a+ b) (a+b) ... (@ + b) und bemerken: Das Produkt ak b"™* kommt dadurch zustande,
dass aus k der Klammersummen (a + b) der Faktor a (und dann zwangsldufig aus den Ubrigen n — k der Faktor b)
ausgewahlt wird. Auf die Reihenfolge kommt es dabei nicht an; es handelt sich also um k-Kombinationen ausn
Elementen o. Wdh. Somit ist B(n, k) = C(n, k), und nach Prop. 9.3.2, (1) folgt die Behauptung. &

m 9.4.2. Bemerkung

Eine speziellere Fassung der Binomialformel (mit a = x, b = 1) lautet:

n

(1+x)”=z (E)xk

k=0

Diese Formel ist nicht wirklich schwécher. Ausihr |&sst sich die algemeinere Fassung 9.4.1 wieder zurtickgewinnen,
indem man x = % setzt und beide Seiten der Gleichung mit b" multipliziert.
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m Pascalsches Dreieck

Die Binomia zahlen kommen in vielen Gebieten der Mathematik vor und spielen dort eine wichtige Rolle (z.B. in
Kombinatorik, Analysis, Wahrscheinlichkeitsrechnung). Man hat sie schon frith entdeckt, berechnet und in Gestalt
des (heute so genannten) Pascal schen Dreiecks tabelliert (das aber schon in der altchinesischen Mathematik als
"Arithmetisches Dreieck” bekannt war).

n
In der n-ten Zeile und k-ten Spalte des Pascal schen Dreiecks steht die Zahl B(n, k) = ( K ) O<k=n:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Man beobachtet: Der Eintrag in einer Zeile und Spalte—etwa die Zahl 35 in Zeile 7, Spalte 3 — ergibt sich als Summe

zweier darliber stehender Werte wie folgt:
35= N-(® 6 =20+15
‘(3)‘(2)+(3)‘ *

Diese (wichtigste) und weitere Eigenschaften der Binomialzahlen werden im folgenden Abschnitt behandelt.

9.5. Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

m 9.5.1. Proposition
ny (n _1
[0)=(n)-
ny n-1 n-1 fir 1<k
() =(k-a) (") rorrsken

m 9.5.2. Proposition

M_( " firO<k
(M)=(,",) wosken
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m Bemerkungen zu den Beweisen

Die Grundeigenschaften der Binomialzahlen 9.5.1 (rekursive Summenformel) und 9.5.2 (Symmetrie) lassen sich
direkt nachrechnen sowie auf einfache Weise kombinatorisch deuten (und damit begriinden), z.B. 9.5.2: Indem man k
Elemente aus n auswahlt, legt man auch die Gbrigen n — k nicht ausgewahlten Elemente fest.

m 9.5.3. Proposition

n

o ul)lo) (1)
) i(E)(—l)kz(g)—(2)+...+(:)(—1)”:0

m Beweis

(1) erh@t man aus 9.4.2 fir x =1, (2) ebenso fir x=-1. &

Kombinatorische Beweisvarianten. Zu (1): Die Anzahlen aller k-elementigen Teilmengen einer Menge von n
Elementen ergeben aufsummiert die Anzahl aler Teilmengen (namlich: 2"). Zu (2): Die Anzahlen der Teilmengen
ungerader Anzahl werden von den Anzahlen der Teilmengen gerader Anzahl subtrahiert. Dass dabei 0 herauskommt,
deckt sich mit der Behauptung von Prop. 9.1.6. &

m 9.5.4. Proposition (Faltungsformel)
2 [la5d=()
— k)J{n-k n

m Bewes

Einfacher als ein rechnerischer ist ein kombinatorischer Beweis: Wir wéhlen aus insgesamt r roten und s schwarzen
Kugeln n aus, indem wir k rote (und zwangslaufig n — k schwarze) Kugeln in allen moglichen Féllenk =0, 1, ..., n
festlegen. Nach der Produktregel gibt es dann C(r, k) - C(s, n — k) Paarungen von roten mit schwarzen Auswahlen. Die
Summenregel (Uber alle Falle fur k) liefert dann die behauptete Gleichung.

Es gibt viele weitere interessante Beziehungen fiir Binomialzahlen, z.B. die folgenden (hier ohne Beweis mitgeteilten)
Gleichungen:

m 9.5.5. Proposition

1 1 A 2 " NE on-1
(D] (1)+ (2)+...+n(n)_n

) 12(:)+22(2)+...+n2(:)=n(n+1)2”‘2
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9.6. Der Multinomialsatz

Der Multinomialsatz ist eine Verallgemeinerung des Binomial satzes auf Ausdriicke der Form (a+ b+ c+...)". Zum
Beispiel ist:

(a+b+c)P°=
a+5a*b+10a%b?+10a2b% +5ab* +b® +5a%*c+20a’bc+30a2b%c+20ab3c+5b%c+
10ac? +30a’bc? +30ab’c? + 10b3c? + 10a%c® + 20abc® + 10b°c + 5ac* + 5bc* + ¢

Man macht zwei Beobachtungen:

1. Die Koeffizienten der aus a, b, ¢ gebildeten Produkte a't b"2 c'3 sind offenbar die Anzahlen der 5-Permutationen
mit vorgeschriebenen Wiederholungen: P(r4, ro, r3|5), wobei r{ + r, + r3 = 5.

2. Die Anzahl der (in der zusammengefassten Form) auftretenden Summanden ist C*(3, 5) = 21 (5-Kombinationen
von 3 Elementen m. Wdh.). Auf die Reihenfolge der Faktoren in den Produkten kommt es nicht an.

Diese Beobachtungen lassen sich leicht verallgemeinern (und vollig analog den bei binomischen Ausdriicken
gefundenen Tatsachen begriinden).

m 9.6.1. Proposition (Multinomialsatz)

n! ) ) )
(+ax+...+a)" = Z —_———allay2... als
j1+ip+... +ig=n S

m Bemerkungen

1. Die Summierung ist Uber alle Wertefolgen ji, jo, ..., js vorzunehmen, fir die j; + jo» + ... + js = ngilt. Im obigen
Beispiel sind das die Exponenten-Tripel: (5, 0, 0), (4, 1, 0), (3, 2, 0) usf.

2. Fur s = 2 erhélt man aus der Multinomialformel als Spezialfall die Binomialformel (im Detail nachvollziehen!).
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l 10. Algebraische Strukturen

Die gewohnlichen mit Zahlen ausgefiihrten Rechenoperationen (Verkniipfungen) + und - weisen eine Reihe
gemeinsamer Eigenschaften auf. Dazu gehort z.B. das Kommutativgesetz (a+b=b+aunda-b =b-a) und die
analoge Rollevon 0 und 1 in den Gleichungen a+ 0 = abzw. a- 1 = a. Auch in anderen Bereichen, etwain der
Mengenalgebra, stéf3t man auf verwandte Rechengesetze. Die Algebra untersucht diese Verhdtnisse allgemein und
abstrahiert dabei von der besonderen Beschaffenheit der Objekte, mit denen gerechnet wird. Dadurch lassen sich
einfachere Begriffe bilden und deren Beziehungen untereinander rationeller (im Sinne einer Denkékonomie)
untersuchen. Algebraische Strukturen (Verknipfungsgebilde) sind Mengen, auf denen Operationen (V erkniipfungen)
gegeben sind.

10.1. Verknupfungsgebilde

Der Begriff "Verknipfung" stellt eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Rechenoperationen fiir Zahlen dar.
Naheliegende Beispiele firr Verknipfungen sind die von den "Grundrechenarten™ her geldufigen Operationen
"Addition", "Subtraktion", "Multiplikation" und "Division”.

Zum Beispiel wird die Addition zweier ganzer Zahlen x, y aufgefasst alseine Abbildung + : ZxZ — 7, diedem
geordneten Paar (X, y) dsBild die Summe x + y zuordnet : +(X, y) := x+ V. (Die streng eingehaltene
Abbildungsnotation ist, zumindest fir zweistellige V erkniipfungen, ungewohnt und uniiblich. Anstatt den
Abbildungsnamen vor das Urbild zu schreiben, wird die herkdmmliche Schreibweise beibehalten und das

V erknipfungszeichen zwischen die Komponenten des Urbild-Paars geschrieben.)

m 10.1.1. Definition

Seien A und B nichtleere Mengen. Abbildungen vom Typ A2—s B heiRRen (zweistellige oder binare) Verkniipfungen
oder Operationen auf A mit Wertenin B. Im Falle B = Aheift + : A>— A Verkniipfung in A. Es bezeichnet x  y
den Funktionswert von (x, y) € A% unter .

Zum Beispidl ist die Subtraktion natirlicher Zahlen eine Verkniipfung auf N mit Wertenin Z, jedoch keine
Verknupfung in N. Bei der Addition natirlicher Zahlen kénnen wir hingegen die kleinere ZielmengeN wahlen, denn
esgiltx+yeNfiradlex, yeN, d.h. +ist eine Verknipfungin N.
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m Bezeichnungen

Ist + eine Verknipfung in A, so wird das geordnete Paar (A, +) alsVerkniipfungsgebilde bezeichnet. A heilét in
diesem Zusammenhang Tréger(menge) des Verkniipfungsgebildes. Ein anderer Ausdruck fir Verknipfungsgebilde

ist algebraische Struktur.

m Beispiele algebraischer Strukturen

@Q,+) Addition rationaler Zahlen
(R, ) Multiplikation reeller Zahlen
Q\{0}, ©) Division rationaler Zahlen # 0

Z,-) Subtraktion ganzer Zahlen
(Zm, ®) Restklassenaddition modulo m
(Sh, 0) Verkettung von Permutationen

PM), +) Boolesche Summe von Mengen

Man mache sich bel jedem dieser Beispiele klar, weshalb eine Verknipfung in der jeweils angegebenen Tragermenge
vorliegt.

Keine Verkniipfungsgebilde entstehen durch ...
N mit der Subtraktion,
Q mit der Division,
Z mit dem arithmetischen Mittel ﬁz—y— zweier ganzer Zahlen x, y,

die Menge aller Spiegelungen (einer Ebene) mit der Verkettung o.

Die Verknipfungsgebilde (Sy, o) und (P(M), +) zeigen, dass man auch mit Abbildungen bzw. mit Mengen in
ahnlichem Sinne wie mit gewodhnlichen Zahlen rechnen kann.

Von besonderer Bedeutung sind in dieser Hinsicht die Restklassenmengen Z,,, m = 2, fur diewir in Abschnitt 7.3
eine Addition @ und eine Multiplikation ® eingefihrt haben.

In einem Verknipfungsgebilde (A, ) tritt gelegentlich die Frage auf, ob sich die Verkniipfung  auf eine bestimmte
Teilmenge M c A einschréanken l&sst. Man betrachte etwa (Z, +) und die Teilmenge 2 Z der geraden ganzen Zahlen.
Offensichtlichist x+ ye 2Z fur allex, y € 2Z; somit lasst sich (27, +) a's ein abgeschlossenes Teilgebilde von
(Z, +) auffassen. Das gibt Anlass zu folgender

m 10.1.2. Definition

Sei (A, 1) ein Verknipfungsgebilde. Eine nichtleere Teilmenge M von A heil3t abgeschlossen unter 1 (oder
abgeschlossenin (A, +)), wenngilt: x+ ye M fir alex, ye M. Indiesem Fall hei3t (M, +) auch Teilgebilde
(manchmal auch: Untergebilde) von (A, ).
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m Beispiele

Die Menge der geraden Zahlen ist abgeschlossen unter +, nicht jedoch die Menge der ungeraden Zahlen. Weitere
Beispiele: Z, Q undR* sind sémtlich in (R, -) abgeschlossen.

10.2. Kommutativitat

Beim Rechnen mit gewdhnlichen Zahlen benutzt man stillschweigend, dass sich in einer Summe die Summanden und
dass sich in einem Produkt die Faktoren vertauschen lassen; z.B.:

147 + 36+ 113 = 147 + 113+ 36 = 260 + 36 = 296

m 10.2.1. Definition

Eine Verknipfung + in einer nichtleeren Menge A heift kommutativ, wenn fir allex, ye Agilt: Xt y=y 1 x. In
diesem Fall heifdt auch das zugehérige Verknipfungsgebilde (A, +) kommutativ.

m Bemerkung

Die Addition + und die Multiplikation - (inN, Z, Q, R) sind kommutativ, nicht hingegen Subtraktion und Division.
Ferner gilt: Addition und Multiplikation von Restklassen sind kommutative Verknipfungen (vgl. Proposition 7.3.3).
Die Verkettung von Abbildungen ist nicht kommutativ.

10.3. Assoziativitat

Das Rechenbeispiel aus 10.2 benutzt auf3er der Kommutativitét von + noch eine weitere Eigenschaft der Addition, die
aus folgender Schreibweise ersichtlich wird:

147 + (36 + 113) = (147 + 36) + 113 = ...

m Bemerkung

Die Schreibweise mit Klammern ist die genauere, weil jadurch + zwei (und nicht etwa drei oder mehr) Zahlen
verknipft werden. Im Beispiel bedeutet das praktisch, dass zuerst die Klammer (36 + 113) ausgewertet und dann die
Summe 147 + (...) gebildet wird.

Die Umformung macht Gebrauch von der Tatsache, dass "zuerst 113 + 36 rechnen und das Ergebnis zu 147 addieren”
dasselbe Ergebnis liefert wie "zuerst 147 + 113 rechnen und zu dem Ergebnis 36 addieren. Das allgemeine
Rechengesetz, das diese Umformung zum Ausdruck bringt, hei3t Assoziativgesetz der Addition. Auch fir die
Multiplikation gilt diese Rechenregel (vgl. 1.2.1).
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m 10.3.1. Definition

Eine Verknipfung + in einer nichtleeren Menge A heil3t assoziativ, wenn fir alle x, y, ze A gilt:
X+ (y+2=(X+xYy) 1z Indiesem Fall nennt man das Verknipfungsgebilde (A, +) eine Halbgruppe.

Die Assoziativitét ist eine fundamental e Eigenschaft. Praktisch alle wichtigen Verknlpfungen, diein der Algebra
untersucht werden, sind assoziativ, und solche, die es nicht sind, sind nur in Ausnahmeféllen interessant.

m Beispiele
Die folgenden Verknipfungsgebilde sind Halbgruppen:
(Qv +)7 (Ra ')1 (Srla O)v (P(M)v +)1 (Zmy 6)1 (Zmy @)

m Bemerkung

Ist T irgendeine Menge von Selbstabbildungen einer Menge A, die unter o abgeschlossen ist (d.h. mit f, g e ' ist stets
auch f ogeT), dannist (T, o) eine Halbgruppe. (Dazu ist lediglich zu beachten, dass die Verkettung o in der
Gesamtheit aller Selbstabbildungen von A assoziativ ist und die Gleichheit (f og)oh = f o(go h) wegen der
Abgeschlossenheit schonin T" besteht.)

10.4. Neutrales Element (Einselement)

Die Zahl 1 hat bei der Multiplikation nattrlicher, ganzer, rationaler und reeller Zahlen die Eigenschaft, dass fir jede
Zahl x gilt:

1-x=x-1=X

Wegen dieser Eigenschaft heil3t 1 neutrales Element der Multiplikation. Auch die Addition besitzt (in der Zahl 0) ein
solches neutral es Element:

O+x=x+0=x

m 10.4.1. Definition

Sel (A, 1) ein Verknipfungsgebilde. Ein Element e € A heif3t neutrales Element (oder: Einselement) von (A, +),
wennfiralexe Agilt e x=x+1e=x.

m Bemerkung

Bel einer kommutativen Verknipfung - genligt es, x + e = x (fir ale x € A) zu fordern.

Bekanntlich existiert auf3er der Zahl 1 kein weiteres neutrales Element der gewohnlichen Multiplikation. In der Tat ist
allgemein das neutrale Element eines Verkniipfungsgebildes eindeutig bestimmt.
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m 10.4.2. Proposition

In einem Verknipfungsgebilde (A, +) gibt es hdchstens ein neutrales Element.

m Beweis

Seien e; und e, neutrale Elemente von (A, +). Dann gelten die Gleichungen:
(1) e 1x=x
()] XLe =X

fUr beliebigesx € A. Setztman x = e, in (1) und x = €1 in (2), so ergibt siche; + e, = e, und e; + & = e, mithin
€=6.¢

m Beispiele
Verkniipfungsgebilde neutrales Element (Einselement)
(Zm, ®) 0 (al's Restklasse)
(Zm, ©) 1 (als Restklasse)
(Sn, 0) e (identische Permutation)
(PM), +) 0]

Die entsprechenden Gleichungen sollten fiir jedes dieser Beispiele tibungshaber nachvollzogen werden.

m Bemerkung und Beispiel

Es gibt Verknlpfungsgebilde, die kein neutrales Element besitzen.

InR werde + definiert durch x + y := Max {x, y}. Diese Verknipfung hat kein Einselement, denn firr ein solches e
misste gelten: Max {x, e} = x + e= xfur dlex € R. Fur x = e— 1 fuhrt dies zu einem Widerspruch!

10.5. Invertierbarkeit, Begriff der Gruppe

Hat eine Verknupfung + in einer Menge A ein Einselement e, so ist die Frage sinnvoll, ob zu a € A ein Element

a'e Aexistiert, sodassa a'=eunda' - a=e. Zum Beispiel gibt es zu jeder rationalen Zahl r # 0 einr' € Q mit der
Eigenschaft: r-r'=r'-r =1 (ndmlichr' = %). Diesem Beispiel folgend spricht man von zueinander inversen
Elementen bzw. von der Invertierbarkeit eines Elements.

m 10.5.1. Definition

Sei (A, 1) ein Verknlpfungsgebilde mit Einselement e. Ein Element a € A heifdt invertierbar, wenneina' € A
existiet mita+a'=a'+ a=e. Indiesem Fall heil?t a' invers zu a (oder inverses Element von a).
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m Bemerkung

Ista'invers zu a, dann ist auch ainverszu a' (unmittelbar aus der definierenden Gleichung ersichtlich). Das neutrale
Element eist stetsinvertierbar, dennesgilt: e e=e.

m Beispiele
1. Alle Elemente von Q \ {0} besitzen ein multiplikatives Inverses, d.h. sind invertierbar bzgl. der gewdhnlichen
Multiplikation rationaler Zahlen. Das Inverseist jeweils eindeutig bestimmt.

2. Alle ganzen Zahlen sind invertierbar in (Z, +); dasInverse zu a € Z ist eindeutig bestimmt (némlich als —a).

3. Alle Permutationen in S,, sind invertierbar (bzgl. der Verkettung o), dennzu p € S, gilt: pop™t = ptop=e Das
Inverse p~1 ist die Umkehrabbildung von p (und nach dem Satz von der Umkehrabbildung, Prop. 8.4.1, eindeutig
bestimmt).

4. Alle Teilmengen X von M sindin (P(M), +) zu sich selbst invers, denn es gilt: X + X = Q.

In den genannten Beispielen sind jewells die Inversen eindeutig bestimmt. Das ist aber nicht notwendig immer so;
z.B. hat dasdurch x = y:= x+ y— 2x2 y? (fir redlle x, y) definierte Verkniipfungsgebilde (R, ) ein neutrales
Element (némlich 0), es gibt aber nicht-invertierbare Elemente (etwa —1) und Elemente mit mehr als einem Inversen
(etwa 2). Der Grund dafr liegt darin, dass die betreffende V erknipfung nicht assozativ ist. Flr assoziative
Verknipfungen l8sst sich hingegen zeigen, dass die Inversenbildung eindeutig ist (sofern sie moglich ist).

m 10.5.2. Proposition

Sei (A, 1) ein Halbgruppe mit Einselement. Dann besitzt ein Element von A hdchstens ein Inverses.

m Beweis

Sei e das (eindeutig bestimmte) Einselement und a irgendein invertierbares Element von A mit Inversen a' und a". Es
ist zu zeigen: a' = a". Nach Definition gilt: a+ a' = eund a" + a = e. Daraus folgt mit dem Assoziativgesetz:

a'=eJ-a'=(a"J-a)J-a':a"J-(aJ-a'):a"J-e=a"

m Bezeichnungen

1. Das zu einem invertierbaren Element a aus A eindeutig bestimmte Inverse wird mit a-1 bezeichnet.
2. DieMengeder in (A, 1) invertierbaren Elemente werde mit Inv(A, +) bezeichnet.
Man mache sich damit die folgenden Sachverhalte klar:

InvZ, +)=7 Inv(@Q, -)=Q\{0} InvV(Sy, 0) = Sh
InV(Zn, &) =Zm Inv(Z4, ©) ={1, 3} Inv(Ng, +) = {0}
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m 10.5.3. Bemerkung zu Restklassen, Definition

Nach Prop. 7.3.5sind diein (Zn,, ©), m= 2, invertierbaren Restklassen genau die zu mteilerfremden (positiven)
a € Zn. lhre Anzahl wird Ublicherweise mit ¢(m) bezeichnet (sog. Eulersche ¢-Funktion). Da somit z.B. in Z 1o genau
die Restklassen 1, 3, 7, 9 multiplikativ invertierbar sind, gilt ¢(10) = 4.

Fir Primzahlen p gilt allgemein: ¢(p) = | Inv(Z, ©) | = | Z,\{0} | = p— 1. Von 0 verschiedene Restklassen nach
einem Primzahlmodul besitzen stets ein Inverses; eslasst sich mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen.

m 10.5.4. Proposition

Sei (A, 1) eine Halbgruppe mit neutralen Element e. Dann gilt:
@ eelnv(A, v)
()] Inv(A, v)ist abgeschlossen unter ..

B (xeyt=ylixtfirdlex yelnvA, ).

m Bewes

Zu (1): Ergibt sich unmittelbar ause L e=e.
Zu (2) und (3): Esgeniigt zu zeigen, dass y! + x~ zu x + yinversist. Nach dem Assoziativgesetz gilt:
(YlaxHhoixey=(yltexteix)ry=(yltegry=yltiy=e

und entsprechend ergibt sich(xt y) L (y e x ) =e
Bemerkungen

1. Unter der Voraussetzung von Prop. 10.5.4 (Halbgruppe mit neutralem Element €) ist Inv(A, +) jedenfalls nicht leer
(eist stetsinvertierbar).

2. Aussage (2) besagt, dass das Verknlpfungsergebnis invertierbarer Elemente wieder invertierbar ist.

3. Aussage (3) liefert die Regel, nach der sich das Inverse eines "Produkts" berechnen 18sst. Es handelt sich offenbar
um eine direkte Verallgemeinerung der "Umkehrregel” fur die Abbildungsverkettung (vgl. Prop. 8.4.2).

4. Ist + kommutativ, so gilt auch (x - y)™* = x™1 L y~1. Im Allgemeinen, d.h. fiir nicht-kommutative Verkniipfungen,
gilt diese Gleichung jedoch nicht.

Eine spezielle Sorte invertierbarer Elemente sind digjenigen, die zu sich selbst invers sind. Zum Beispiel gilt fur
p=(12)(34) e S, dieGleichung p~* = p, was sich auch p? = e schreiben | ssst. Das neutrale Element eines
Verkniipfungsgebildes (A, ) ist stets zu sich invers (€2 = ). Allgemein heil’t a € A involutorisch, wenn a2 = e. So
sind etwain (Z4, @) die Restklassen 0 und 2 involutorisch (0 0 = 0 bzw. 2 2 = 0). Spiegelungen sind
involutorische Kongruenzabbildungen der Ebene. Das Verknipfungsgebilde (P(M), +) besteht sogar aus lauter
involutorischen Elementen, denn es gilt A+ A= @ fir dlle A€ P(M).
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m Zum Begriff der Gruppe

Unter einer Gruppe versteht man eine Halbgruppe mit Einselement, in der sémtliche Elemente invertierbar sind (siehe
die Def. 10.5.5, welche diesen Begriff durch drei Axiome beschreibt). Der Begriff wurde im 19. Jahrhundert zunéchst
im Zusammenhang mit der Auflésung algebraischer Gleichungen entwickelt. Bald erkannte man auch seine grof3e
Bedeutung fir die Geometrie, was dann zu einem systematischen Ausbau einer eigenen Gruppentheorie fuhrte. Ein
wesentlicher Antrieb fir diese Entwicklungen war die Idee der Symmetrie. Die Symmetrie einer Figur l&sst sich durch
die Gesamtheit G aller Transformationen (Abbildungen) ausdriicken, bei denen bestimmte Eigenschaften der Figur
erhalten bleiben (vgl. Abschnitt 10.8). Dann bildet G eine Halbgruppe aus lauter invertierbaren Elementen (also genau
das, was man unter einer Gruppe versteht). Im Gruppenbegriff lassen sich geometrische und algebraische
Betrachtungsweisen verbinden, was zu einem grof3en Teil seinen Reiz und seine Bedeutung ausmacht.

m 10.5.5. Definition

Ein Verknipfungsgebilde (G, +) heil3t Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(G1) - istassozidtiv.

(G2) Esgibteinee G,sodasse+ra=a+re=aflraleacG.

(G3) Jedesac G besitzt ein Inversesin (G, ).

Bei der allgemeinen Notation von Gruppen (und Halbgruppen) wird haufig (und auch im Folgenden) die zugrunde
liegende Verkniipfung analog zur Multiplikation aufgefasst und dementsprechend nicht eigens bezeichnet bzw.
geschrieben. Die Gleichung aus (G2) lautet damit kirzer ea = ae = a; das neutrale Element e heif3t daher in diesem
Zusammenhang passender Einselement oder kurz: Eins.

Ist diein der Gruppe G gegebene Verkniipfung kommutativ, so heif3t auch G selbst kommutativ (manchmal auch
abelsch, zu Ehren des norwegischen Mathematikers N. H. Abel, 1802—1829).

Viele der bisher bekannten Verkniipfungsgebilde sind Gruppen in dem gerade definierten Sinn. Ebenso gelten eine
Reihe von friher bewiesenen Aussagen erst recht fir Gruppen. Das ales soll jetzt hier noch einmal kurz
zusammengestel It werden:

m Beispiele
1. Die Zahlenmengen Z, Q und R bilden jeweils zusammen mit der gewohnlichen Addition eine kommutative
Gruppe.

2. Die Mengen Q \{0} und R \ {0} bilden jeweils zusammen mit der gewdhnlichen Multiplikation eine kommutative
Gruppe.

3. Die Menge S, adler Permutationen n-ten Grades bildet zusammen mit der Verkettung o eine nicht-kommutative
Gruppe (die sog. symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe).

4.7 (m= 2 ganz) bildet zusammen mit der Restklassenaddition @ eine kommutative Gruppe.

5.7y = Inv(Z, ©) ist eine kommutative Gruppe (bezeichnet al's prime Restklassengruppe modulo m). Fir primes p
gilt Zp* = Z,\ {0}, d.h. die Gruppe Z ,* besteht aus genau den p— 1 Restklassen 1, ..., p— 1.
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Die folgende Proposition fasst eine Reihe bisher abgeleiteter Aussagen, soweit sie auf Gruppen anwendbar sind,
zusammen:

m 10.5.6. Proposition

Sei G eine Gruppe. Dann ist das Einselement in G eindeutig bestimmt. Ferner besitzt jedes Element a von
G genau ein Inversesa! in G. Das Inverse eines Produkts ab (a, b € G) ist gleich dem Produkt aus dem
Inversen von b und dem Inversenvon a: (ab)™ = b~1al.

10.6. Ringe und Korper

Haufig betrachtet man in einer Menge zwei Verkniipfungen, z.B. die Addition und die Multiplikation in Z. Beide
Verknipfungen sind durch eine Rechenregel verbunden, die Verteilungs- oder Distributivgesetz genannt wird:

X-(Yy+2)=(X-y) +(X-2)

m 10.6.1. Definition

Seien + und T zwei Verknipfungen in A. Dann heif3t - distributiv bzgl. —, wenn fir allex, y, ze A:
(D) x1(yT=(X+y)T(X+2
2 xXTy+tz=x+2T(y+2

Fir ganze, rationale und reelle Zahlen ist die Multiplikation distributiv beziiglich der Addition, jedoch ist die Addition
nicht distributiv beziiglich der Multiplikation. Dasselbe gilt auch fur die entsprechenden Verkniipfungenin Z . Fur
Mengen ist sowohl (" distributiv beziiglich [ als auch umgekehrt | distributiv bezlglich (.

m Bemerkung zu Schreibweisen

Das Setzen von Klammern auf den rechten Seiten der Gleichungen (1) und (2) in der Definition ist erforderlich, um
festzulegen, welche der beteiligten Operationen zuerst durchzufiihren ist. Man kann Klammern durch eine
Konvention vermeiden. Esist dann zu vereinbaren, welche der beiden Operationen + und — den Vorrang erhélt. Eine
solche Konvention existiert beispiel sweise fir die Multiplikation und Addition von Zahlen: Punktrechnung geht vor
Srichrechnung. Wenn man einmal der Multiplikation den Vorrang gegeben hat, so sind Ausdriickewiex-z + y-z
eindeutig auswertbar.

Haufig ist es zweckmaliig, fir die Verknipfungen in einer Menge die vertrauten Symbole '+' oder '- ' zu verwenden.
Wird nur eine Verknipfung betrachtet, so schreibt man sie gerne al's Multiplikation (also - anstelle von ), oder man
lasst das Operationssymbol Ulberhaupt ganz weg. Bei der gewdhnlichen Multiplikation von Zahlen ist letzteres gang
und gabe, man schreibt also etwa: Xz + yzusw.
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m Ringe

Die grundlegenden Rechengesetze, die in den Zahlbereichen Z, Q, R und C gelten (vgl. 1.2.1), zeigen (wenn A
irgendeine dieser Mengen bedeutet): (A, +) ist eine kommutative Gruppe und (A, -) ist eine Halbgruppe, und es gilt
das Distributivgesetz x(y + 2) = X y + x z. Auf Grund dieser Eigenschaften nennt man (A, +, -) einen Ring:

m 10.6.2. Definition

Ein Verknipfungsgebilde (A, +, -) mit 2-stelligen Verknipfungen + und - in A heifdt Ring, wenn gilt:
(R (A +)ist eine kommutative Gruppe

(R2) (A, -)isteine Halbgruppe

(R3) - istdistributiv bzgl. +

Die oben genannten Ringe weisen aber noch speziellere Eigenschaften auf: Ihre multiplikative Halbgruppe (A, -)
besitzt ein Einselement und ist kommutativ. Entsprechend handelt es sich um kommutative Ringe mit Eins. Die Eins
eines Rings wird gewohnlich mit 1 bezeichnet.

Das neutrale Element der additiven Gruppe (A, +) eines Rings nennt man seine Null (bezeichnet mit 0).

m Beispiele
1. Ein Ring kann endlich sein, wie das Beispiel von (Z,,,, ®, ©) zeigt, eines kommutativen Rings mit Einselement.

2.(mZ, +, ) ist ein (unendlicher) Ring (Unterring des Rings der ganzen Zahlen). Die ganze Zahl 0 ist seine Null.
Eine Eins besitzt dieser Ring genau dann, wenn | m| = 1ist; in diesem Fall handelt es sich um die ganze Zahl 1.
(Begriindung!)

3. Sel (G, +) eine (additiv geschriebene) abel sche Gruppe. Es bezeichne E die Menge aller Selbstabbildungen f von
G mit der Eigenschaft: f(x+y) = f(x) + f(y) fur dlex, y € G. Fur zwel Abbildungen f, g € E sal ihre Summe
definiert durch: (f +g) (¥) := f(X) + g(X) (x e G). Dannist (E, +, ©) éin Ring mit idg alsEins. (Beweis als Ubung!).

4. Ein triviales Beispiel ist der sog. Nullring A = {e}, der aus nur einem Element besteht, fir dase + e = e sowie
e- e= egilt. Man Uberzeuge sich davon, dass tatsichlich ein Ring vorliegt (dessen Null und Eins dasselbe Element
sind).

m 10.6.3. Proposition

Ineinem Ring (A +, -) gelten die "Vorzeichenregeln':
(0] a0=0a=0

)] a(-b)=(-a)b=-ab

B (a(-b=ab
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m Beweis

AlsUbung! &

m Bemerkung

In diesem Einfihrungskursist kein Raum, Ringe eingehender zu behandeln. Es soll aber wegen seiner fachlichen
Bedeutung fir den Unterricht zumindest das Thema"Division" kurz erdrtert werden.

Die oft zu hérende Regel "Durch Null darf nicht dividiert werden!" klingt etwas merkwiirdig und beinahe wie ein
moralisches Verbot, weshalb es manchmal auch heif, dass die Division durch Null nicht definiert sei. In der Sprache
der Algebralésst sich diesen reichlich vagen Formulierungen nun aber ein klarer Sinn unterlegen. Wir denken uns
einen Ring (A, +, -) mit Eins gegeben. Der "Division durch Null" entspricht hier die Invertierung der Null in der
multiplikativen Gruppe des Rings, d.h. der Auflésung der Gleichung 0-x = 1. Dainjedem Ring 0-x = Oist (vgl.
Prop. 10.6.3,(1)), musste somit gelten: 0 = 1. Die Null (des Rings) hat also nur dann ein Inverses, wenn sie mit der
Eins Ubereinstimmt. Dass dies in der Tat moglich ist, zeigt das oben angefiihrte Beispiel des Nullrings. Aber auch nur
im Nullring kann durch Null dividiert werden, denn aus 0 = 1 folgt sofort: 0=0-x=1-x = X, washeif}t: dle
Elemente x € A stimmen mit der Null Uberein (und das heil3t ja gerade, dass A der Nullring ist).

Fazit: Genau in den vom Nullring verschiedenen Ringen besitzt die Null kein multiplikatives Inverses (d.h. "kann
nicht durch O dividiert werden").

Es liegt nahe zu fragen, welche von 0 verschiedenen Elemente eines Rings ein multiplikatives Inverses besitzen.

m Beispid

(Z4, ®, ©) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Nach Prop. 7.3.5ist auRer 1 nur 3 multiplikativ invertierbar. Es gilt:
303 =1 DerRest 2ist nicht invertierbar; es gilt sogar: 20 2 = 0. Auf dhnliche Verhdtnisse trifft man z.B. bel Z 5,
wo etwagilt: 304 =30 8 = 0. — Das hier auftretende Phénomen von "Nullteilern" ist fur Ringe auch algemein von
Bedeutung.

m 10.6.4. Definition

Sel (A, +, ) ein kommutativer Ring ( # Nullring). Ein Element a € A heil3 Nullteiler, wenn ab = 0 fur ein
Ringelement b # 0. Enthélt A keine von O verschiedenen Nullteiler, so heif3t A nullteilerfrel (oder auch:

[ntegritétsring).
Die Zahlbereiche Z, Q, R und C sind Integritétsringe.

Am Beispiel von Z sieht man noch folgendes: Auch wenn ein Ring keine echten (d.h. von Null verschiedenen)
Nullteiler besitzt, so bedeutet dies doch nicht, dass seine von Null verschiedenen Elemente multiplikativ invertierbar
sind. Bei den Ringen Q, R und C ist dies allerdings der Fall (ein Fall, der immerhin so wichtig ist, dass dafir ein
neuer Begriff eingefuhrt wird):
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m 10.6.5. Definition

Ein kommutativer Ring (A, +, -) mit Eins heil3t Korper, wenn (A\{0}, -) eine Gruppeist.

In einem K érper lasst sich so rechnen, wie wir es von den rationalen und reellen Zahlen her gewohnt sind. Diese
Zahlbereiche sind denn auch die naheliegendsten Beispiele fur Korper. Aus Beispiel Nr. 5 zu Def. 10.5.5ist zu
erkennen, dass auch die Reste modulo einer Primzahl p einen (endlichen!) Korper bilden: (Z,, @, ©). Den kleinsten
Koérper, der nur die Elemente O und 1 enthalt, gewinnt man hieraus fir p = 2: ({0, 1}, &, ©).

m 10.6.6. Proposition

Ein Korper ist stets auch ein Integritétsring.

m Bewes

Sei (A, +, ) ein Korper sowiea e A\{0} und ab = 0. Durch Multiplikation mit dem Inversen von a ergibt sich:
O=al0=al@ab=@layb=1-b=b. e

Umgekehrt ist ein Integritdtsring nicht auch schon ein Kérper (wie das Gegenbeispiel Z zeigt). Wohl gilt hingegen die
folgende Aussage:

m 10.6.7. Proposition

Ein endlicher Integritétsring ist ein Korper.

m Bewes

Sei A ein endlicher Integritétsring. Esist zu zeigen, dass (A\{0}, -) eine Gruppe ist. Da A nullteilerfrel ist, gilt fur

a, b+ 0getsab + 0, und damit ist die Multiplikation - eine Verknipfung in A\{0}; sieist assoziativ, da (A, -) eine
Halbgruppeist. Sei nun a € A\{0} vorgegeben. Wir definieren eine Abbildung f : A— Adurch f(x) := ax. Dieses f
istinjektiv, denn aus f(x) = f(y) folgt ax = ay und nach Prop. 10.6.3 und Distributivgesetz. 0 =ax—ay=ax-y),
sodass sich aufgrund der Nullteilerfreiheit x = y ergibt. Alsinjektive Selbstabbildung einer endlichen Mengeist f
sogar bijektiv (vgl. Prop. 8.5.5), esgibt also genau ein xo € Amit f(xg) = aXp = a. Dieses (zu a) eindeutig bestimmte
Xo ist Einselement der Halbgruppe (A, -) (und somit unabhéangig von a). Begriindung: Zu beliebig vorgegebenem

¢ € Agibt eswegen der Bijektivitét von f ein x € Amit f(x) = ¢, mithin ax = ¢, woraus resultiert:

Cc=ax=(axg) X = Xy(@ax) = Xg € = ¢Xg. Das (eindeutig bestimmte!) Einselement X, werde wie Ublich 1 genannt. Die
Gleichung a x = 1 besitzt (wegen der Bijektivitét der zu a definierten Abbildung f) eine eindeutige Ldsung x, und
dieseist offensichtlichinverszu a. &

Die folgende Ubersicht zeigt die in diesem Abschnitt behandelten Strukturbegriffe in ihrer logischen Abhéngigkeit:
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Eing

komrmtativer Rimg

kommutativer Ring mit Eins Incegrichtaring

Integrititsring mit Eins

Efrper

10.7. Untergruppen

Fir das Studium einer Gruppe sind ihre Untergruppen von zentraler Bedeutung, da diese Aufschluss Uber ihren
Aufbau vermitteln (was allerdings im Folgenden nicht vertieft werden wird).

m 10.7.1. Definition

Eine (nichtleere) Teilmenge H einer Gruppe G heifdt Untergruppe von G, wenn H beziiglich der Gruppenverknipfung
abgeschlossen und eine Gruppe ist.

In einer Gruppe G gibt es stets mindestens eine Untergruppe, ndmlich die sog. triviale Untergruppe {€}, die aus dem
Einselement von G besteht. Natlrlich ist jede Gruppe Untergruppe von sich selbst.

m Beispide

1. 7 ist eine Untergruppe von (Q, +); Q ist Untergruppe von (R, +).

2. DieMengemZ = {mk |k € Z } der ganzzahligen Vielfachen von m (m ganz) ist eine Untergruppe von (Z, +).
3. Die Restemenge {0, 2, 4} ist eine Untergruppe von (Zg, ®).

4. Die Permutationenmenge {(1) (2) (3) (4), (134 2), (14)(23), (124 3)} ist eine Untergruppe von (Sg, ©).

Die folgende Aussage enthalt ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafir, dass eine Teilmenge einer Gruppe
G eine Untergruppe von G ist:
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m 10.7.2. Proposition (Untergruppenkriterium)

Sei G eine Gruppe, H eine Tellmenge von G. Dann gilt: H ist Untergruppe von G genau dann, wenn
H=+¢ undmita, beH stetsauchab™ € H gilt.

m Bewes

1. Eine Untergruppe H von G erflillt offensichtlich die behauptete Eigenschaft (Begriindung!).

2. Sei umgekehrt H eine nichtleere Teilmengemitab™ e H fir allea, b € H. Esist zu zeigen, dass H eine Gruppe
ist. Sei e das Einselement von G. Dann hat man jedenfallse=aa™ € H. Jedesa € H ist ferner invertierbar
wegenea! e H. Unter der Gruppenverkniipfung ist H abgeschlossen, dennzu a, b € H liegt dasInverse bt in H,
und damit gilt ab = a(b™1)™* € H. Daher ist auch das Assoziativgesetz in H erfiillt, und H ist eine Gruppe. ¢

m Potenzen und Ordnung

Im Folgenden werden firr das Rechnen in Gruppen geeignete Begriffe und Regeln entwickelt. Dalediglich eine
Verknupfung vorliegt, beschrankt sich das Rechnen auf die wiederholte Anwendung dieser Verkniipfung, d.h. auf das
Bilden von Potenzen. Die zugehtrigen Begriffe spiegeln dies wider.

Sei G eine Gruppe und a € G. Dann definiert man a° = e (Einselement von G), a' = a, a® = aa, usw. Um dies
allgemein und auch fiir ganzzahlige Exponenten zu erklaren, bendtigt man die folgende rekursive Definition:

m 10.7.3. Definition

Fir beliebige Elemente a einer Gruppe G mit dem Einselement e wird definiert:
al=e
a™?! = a" a (fur ganze Zahlen n = 0)

Zusétzlich wird fur n < O festgelegt:

ah:=(@h™"

m Bemerkung

Die zuletzt getroffene Festsetzung hat einen Sinn, weil fir negatives n die (—n)-te Potenz des Inversen von a bereits
definiert wurde. Insgesamt gibt die obige Definition die Gegebenheiten wieder, die vom Rechnen mit rationalen (oder
reellen) Zahlen her vertraut sind. Insbesondere gelten die iblichen Rechengesetze fir Potenzen:

m 10.7.4. Proposition
In einer Gruppe G gilt fir dleae Gund fir dlem, ne Z:
€)) ama" = gm™n

(2) (am)n — amn
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@ @t=@h"
4 (@ab)"=a"b" fur jedesbe Gmitab=ba

m Beweis

Hinweis: Zundchst m, n > 0 voraussetzen und Beweise durch Induktion fiihren, anschlief3end mit Hilfe von Def.
10.7.3 auch negative Exponenten einbeziehen. Die Durchfiihrung der Einzelheiten verl&uft dann routinemélig und
bleibt zur Ubung. &

Esist von besonderem Interesse, in einer Gruppe G alle Potenzen a" eines Elements a € G zu betrachten.

m Beispiele
1. In der additiven Gruppe Z der ganzen Zahlen bedeutet a" die ganze Zahl na. Die Potenzen von a sind also gerade

die Vielfachen von a und die Potenzen von 1 gerade die ganzen Zahlen.

2. In der additiven Restklassengruppe Z¢ hat die Restklasse 2 die Potenzen 0, 2, 4. Tatsachlich ist 4 das |etzte
Element dieser Folge, dennesgilt 4 2 = 0.

3.In S, hat p = (1342) die Potenzen p°( =), p, p?, p°. Esist p* = g daher werden durch héhere Exponenten keine
neuen Permutati onen erzeugt. Auch durch negative Exponenten entstehen keine neuen Elemente, denn es gilt
pt=pd.

Die Beispiele zeigen: Die Potenzen eines Gruppenel ements bilden eine Untergruppe.

m 10.7.5. Proposition

Sel G eine beliebige Gruppe und a € G. Die Menge der Potenzen a" (n € Z) ist eine Untergruppe von G.

m Bewes

Nach dem Untergruppenkriterium (Prop. 10.7.2) ist zu zeigen, dass zu Potenzen a" und a™ das Produkt a"(a™)*
wieder eine Potenz von aist. Dasist in der Tat der Fall, denn nach Prop. 10.7.4 gilt:

an(am)—l — an(a—l)m —algmM=g™m P

m Bezeichnungen

Die von den Potenzen von a € G gebildete Untergruppe von G heif3t Erzeugnisvon a.in G, oder: von a erzeugte
Gruppe (bzw. Untergruppe in G). Sie werde im Folgenden mit (ay bezeichnet. Esist (a) := {a¢ | k € Z}.

An den zuletzt genannten Beispielen (Nr. 2 und Nr. 3) ist zu beobachten, dass eine Potenz mit einem Exponenten
grofRer als 0 dennoch gleich dem Einselement sein kann.

Bildet man die Potenzen innerhalb einer endlichen Gruppe, so ist dies notwendigerwei se so. Denn es gibt dann
zunéchst einmal zwei Ubereinstimmende Potenzen, etwa a' = a°, wobei ohne Beschrénkung der Allgemeinheitr < s
angenommen werden kann. Hierausfolgt sofort: e=a"a®>=a%>" mits—r > 0.
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Ist die Gruppe G unendlich, so lasst sich der eben durchgefiihrte Schluss nicht aufrechterhalten. Zum Beispiel sind in
Z dlle (additiven) Potenzen eines Elementes a + 0 verschieden!

Die vorangegangenen Betrachtungen filhren zu einer Definition, welche die Definition der Ordnung einer Permutation
veralgemeinert.

m 10.7.6. Definition

Sei G eine Gruppe und e das Einselement von G. Gibt esfiir ein a € G eine ganze Zahl n > 0 mit a" = e, so heil¥ die
kleinste dieser Zahlen Ordnung von a (in G); sie werde mit ord(a) bezei chnet; andernfalls setzt man ord(a) = o
(Ordnung von ain G ist unendlich).

m Beispiele

1. Die Ordnung der Elemente (ganzen Zahlen) in der additiven Gruppe (Z, +) ist unendlich.
2.1n (Zg, &) gilt: ord(2) = 3.

3. Firp=(14)(253) e Ssistord(p) = 6.

m Bezeichnung

Die Anzahl der Elemente einer Gruppe G wird als Ordnung von G bezeichnet (symbolisch: ord(G) oder | G |); enthalt
G unendlich viele Elemente, so schreibt man: | G| = .

m Bemerkung

Trotz der gleichlautenden Bezeichnungen hat die Ordnung eines Elements von der Definition her zundchst mit der
Ordnung der Gruppe nichts zu tun. Es stellt sich aber bald heraus, dass doch eine enge sachliche Beziehung zwischen
beiden besteht (und dies ist natiirlich auch der entstehungsgeschichtliche Grund fir die gemeinsame Benennung).
Man erkennt diesen Zusammenhang bereits daran, dassin einer Gruppe G fiir beliebigesa € G gilt: ord(a) = | (a) |,
d.h. die Ordnung von a stimmt Uberein mit der Ordnung der von ain G erzeugten Untergruppe.

Die Gruppe Z ist von unendlicher Ordnung, und ihre Elemente (auf3er 0) besitzen ebenfalls unendliche Ordnung. Fiir
dievon a € Z erzeugte Untergruppe gilt: (@) = aZ (Menge der ganzzahligen Vielfachen von a). Man kann zeigen,
dass es aulZer diesen Vielfachenmengen keine anderen Untergruppen von Z gibt.

m 10.7.7. Proposition

H ist Untergruppevon (Z, +) < H =aZ fireinganzesa=0

m Bewes

1."<":aZ ist (als Erzeugnis von a) eine Untergruppe von Z.
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2."=": Esist umgekehrt zu zeigen, dass eine Untergruppe H von Z eine Vielfachenmengeist. Im Fall

H = {0} = 0Z ist dies natirlich der Fall. Sei daher H eine nichttriviale Untergruppe und x € H einvon 0
verschiedenes Element. DaH eine Gruppeist, gilt auch —x € H; folglich gibt esin H positive Zahlen. Die kleinste
von ihnen sei a. Sei nun h € H beliebig vorgegeben; Division von h durch a mit Rest ergibt dann eine Darstellung
h=aqg+r,wobei 0= r <a. Nach dem Untergruppenkriteriumistr =h—-qae< H. Wegenr = 0 und der Minimalitét
vonamussr = 0sein. Somitisth=qgaundH c aZ gezeigt. Ist xe aZ, d.h. x=naflr ein ganzesn, soist auch
xe H,weil ae H und H (als Gruppe) alle 'Potenzen’ (d.h. hier: Vielfachen) von a enthélt. Mithinistauchaz c H
und insgesamt aZ = H gezeigt. ¢

Esliegt nun nahe, auch nach den Untergruppen H von (Z,,, &) zu fragen.

m 10.7.8. Proposition

H ist Untergruppe von (Z,, @) genau dann, wenn H = (a) fir einen Rest a mod m. Dabei ist ord(H)
Teiler der Gruppenordnung m.

m Bewes

Ist H dietriviale Untergruppe, so gilt H = {0} = (0). Sei nun H # {0} und a kleinster positiver Rest mod min H. Wie
im Beweis zu 10.7.7 zeigt man (bei wortlicher Wiederholung der Argumente):(a) = H. DaH endlich ist, ergibt sich:
H={0, a, 24, ..., (5— 1) a}; dabei ist sdie eindeutig bestimmte ganze Zahl mit 0 < (s— 1) a < m< sa. Wir zeigen:
m = sa. —Division von mdurch a mit Rest liefert eine Darstellungm=ka+r mit 0 < r < a. Fir den Rest gilt:
r=m-ka=kamodme H und, daaminima ist, r = 0. Daher hat man m = ka. Setzt man diesin die Ungleichung
fir s ein und kirzt anschlieflend a heraus, so ergibt sich: s— 1 < k < s. Esist also k = s. Insgesamt ist damit gezeigt,
dass sowohl a (das erzeugende Element) als auch s (die Untergruppenordnung ord(H)) Teiler der Gruppenordnung m
sind. ¢

m Beispid

Fir m = 12 ergeben sich die folgenden (echten nichttrivialen) Untergruppen von Z 1, samt erzeugenden Elemente:

(2y={0, 2, 4, 6, 8, 10} Ordnung: 6
(3)=10, 3,6, 9} Ordnung: 4
4 =10, 4, 8} Ordnung: 3
(6) =10, 6} Ordnung: 2

Die Teilerbeziehung zwischen den Ordnungen von Untergruppe und Gruppe gilt nicht nur fir die Z,,,, sondern ganz
algemein fur alle endlichen Gruppen.

m 10.7.9. Definition

Eine Gruppe G heif}t zyklisch, wenn sie von einem ihrer Elemente erzeugt wird, d.h. wenn ein a € G existiert mit
G = (a). Das Element a heif3 dann erzeugendes Element von G.
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m Beispiele
Die additiven Gruppen Z und Z,,, (mit 1 als erzeugendem Element); ferner die Drehungsgruppen, diein Abschnitt
10.8 behandelt werden.

Die Untergruppen der zyklischen Gruppe G = Z;o sind sdmtlich Erzeugnisse () eines Teilers g der Gruppenordnung.
Hier eine Ubersicht:

m| g (@
1170 {0}

235 {0, 35}

5|14| 10,14, ..., 56)
7 |10| {0, 10, ..., 60}
10| 7| 10,7, ..., 63
14| 5| {0,5, ..., 65)
35| 2| (0,2 ..., 68
70/ 1| 10,1, ..., 69

Fir eine zyklische Gruppe ist der sog. Gruppengraph (Ordnungsdiagramm der Untergruppen) identisch mit dem
Tellerdiagramm flr die Gruppenordnung:

1>
2> <5> <T>
<10 > <145~ .{35:-
<0

m 10.7.10. Proposition (Satz von L agrange)

Sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G. Dann ist ord(H) ein Teiler von ord(G).

m Beweis

Der Beweisfolgt einem einfachen Grundgedanken. Man zerlegt die Menge G in gleichgrolie Teile, von denen jeder so
gro3ist wie H. Diefraglichen "Teile" sind sdmtlich Mengen der Form xH :={xa | a€ H }, die sog.
Linksnebenklassen von H.

(1) Jedes x € G liegt wegen x = xe (e = Einselement von G, e € H) in einer Nebenklasse, ndmlich x € xH. Da
umgekehrt jede Nebenklasse eine Teilmenge von G igt, ist G die Vereinigung sémtlicher Nebenklassen xH, x € G.
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(2) Die Mengen H und xH haben (fur beliebiges x € G) dieselbe Anzahl von Elementen, denn die
Linksmultiplikation, die jedem a € H das Element x a zuordnet, ist eine bijektive Abbildung von H auf x H. Natirlich
haben infolgedessen auch alle Nebenklassen von H dieselbe Elementeanzahl.

(3) Schliefdlich ist noch zu Uberlegen, dass zwei verschiedene Nebenklassen stets disjunkt sind. Sei dazu a als
gemeinsames Element von xH und yH angenommen: ae xH () yH. Dann gibt esu, v e H derart, dassa = xu und
a=yv. Hierausfolgt xu = yv und damit auch y* x = vu~ € H (nach dem Untergruppenkriterium). Ein Element der
Nebenklasse x H hat die Form x ¢, wobei ¢ € H, was sich nun auch schreiben ldsst als: xc = y(y ! x) ¢ = yd mit
d:=ylxce H.Esgilt somit xc e yH. Ebenso zeigt man umgekehrt, dass jedes Element der Nebenklasse y H auch
zu x H gehdrt. Insgesamt hat man also xH = y H.

Zusammen ergeben die Teile (1), (2) und (3) die Aussage: G ist digunkte Vereinigung von Mengen, welche dieselbe
Anzahl von Elementen haben wieH. &

m 10.7.11. Proposition

Sei G eine endliche Gruppe, eihr Einselement. Dann gilt fir alea e G:
D ord(a) ist Teiler von ord(G)

(2) a_ord(G) —e

m Beweis

Zu (1): Man betrachte die von a erzeugte Untergruppe H = (a) = {e, a, ..., a"1}. Fiir deren Ordnung n gilt
n=ord(H) = ord(@). Prop. 10.7.10 liefert ord(H) | ord(G) und damit die Behauptung (1).

Zu (2): Nach (1) haben wir ord(G) = k- ord(a) firr eine geeignete natiirlich Zahl k. Damit ergibt sich unter Beachtung
der Potenzrechenregel 10.7.4,(2); a@d© = gkord@ = qord@)k = gk = g o

m 10.7.12. Korollar (Satz von Euler-Fermat)

a?™ = 1 modm

m Bewes

Waéhlefir G die prime Restklassengruppe modulo m: G = Z,,*. Dann gilt ord(G) = ¢(m). Einselement von G ist 1 (als
Restklasse mod m). Schreibt man damit die Gleichung 10.7.11,(2) als Kongruenz, so steht die Behauptung direkt da. &

m Bemerkung

Die Spezialisierung m = p (Primzahl) liefert unter Beachtung von ¢(p) = p— 1 sofort den Lehrsatz ("Kleiner Fermat",
vgl. Prop. 7.3.6.): a*~1 = 1 mod p (firr teilerfremde a, p).
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10.8. Symmetrie(gruppen)

Ein wichtiges Anwendungsgebiet des Gruppenbegriffsist die Geometrie. Hier beschaftigt man sich mit
Symmetriegruppen ebener oder raumlicher Figuren. Eine Symmetriegruppe besteht aus Sel bstabbildungen der
(euklidischen) Ebene E (oder — im weiteren auf3er Betracht — des Raums). Dabei werden nicht beliebige
Abbildungen, sondern nur abstandstreue Transformationen, d.h. Kongruenzabbildungen zugel assen (vgl. die
entsprechenden Beispiele aus Kapitel 8 und die Ubungen dazu).

m 10.8.1. Definition

1. Eine Abbildung f : E— E heif3t abstandstreu, wenn fur irgend zwei Punkte P, Q der (euklidischen) Ebene E gilt:
| f(P), f(QI= 1P, Ql

(Der Abstand zwischen zwei Punkten X, Y von E ist hier mit | X, Y | bezeichnet.)
2. Eine abstandstreue Surjektion E— E heif3t Kongruenzabbildung von E. Es bezeichne K& die Menge der

Kongruenzabbildungen von E. (Die ebenfalls gebrauchliche Bezeichnung 1sometrie bringt die Abstandstreue
namentlich zum Ausdruck.)

m Beispiele

Grundtypen von Kongruenzabbildungen (bzw. Isometrien) sind: Verschiebungen (Translationen), Drehungen
(Rotationen) und Geradenspiegelungen von E.

m 10.8.2. Proposition

(1) feXe= fisthijektiv
2 f,geKe= fogeKe
3 fE‘K‘Eﬂf_]'E(}(E

m Bewes

Zum Beweisist hier zu zeigen: (1) dass eine abstandstreue Abbildung injektiv ist, (2) die Verkettung zweier

K ongruenzabbildungen wieder eine Kongruenzabbildung ist, (3) die Umkehrabbildung einer Kongruenzabbildung
abstandstreu ist. Beispielsweise sieht man (1) wiefolgt ein: Aus f(P) = f(Q) folgt0= | f(P), f(Q)| = |P, Q|, dso
auch P = Q. — (2) und (3) sind ebenso einfach zu verifizieren. &

m 10.8.3. Korallar (und Bezeichnung)

(K, o) ist eine (nicht-kommutative) Gruppe, die sog. Kongruenzgruppe (auch: 1sometriegruppe oder
Bewegungsgruppe) von E.
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m Beweis

Fir Ke sind die drei Gruppenaxiome erfullt: (G1, Assoziativitét von o) folgt aus 10.8.2,(2) zusammen mit 8.3.4 (vgl.
auch die Bemerkung 2 am Ende von Abschnitt 10.3). (G2) wird mit ide Gentige getan. (G3) gilt aufgrund von
10.8.2,(3). ¢

m Symmetriegruppeeiner Figur

Hat man nun eine Figur vorliegen, etwa ein beliebiges Rechteck R (in E) mit den Ecken 1, 2, 3, 4, so stellt sich die
Frage, welche Kongruenzabbildungen R fest lassen. Das heif3t genauer: Fir welche f € Kg gilt f[R] = R? Eine
Kongruenzabbildung f, die diese Forderung erfillt, hei3t Symmetrie oder Deckabbildung von R.

iy

Eine Verschiebung kommt als Deckabhbildung offensichtlich nicht in Frage, wohl aber z.B. eine Halbdrehung h der
Ebene um den Mittel punkt von R. Der Einfachheit halber wird sie (hier und allgemein bel Vielecken) mit der durch
sie bewirkten Permutation der Eckenmenge identifiziert, also hier: h = (13) (24) (obwohl keine Identité im strengen
Sinne vorliegt!).

NatUrlich gehort nicht zu jeder Permutation der Eckenmenge von R auch eine Symmetrie. Zum Beispid gibt eskeine
Zu (1) (2 3) (4) gehdrende Deckabbildung von R; von den 24 mdoglichen Eckenpermutationen entsprechen sogar nur
die folgenden 4 den Symmetrien des Rechtecks. e, my = (12)(34), mp = (14)(23),h=(13)(24). lhre
Verkettungsprodukte sind nachstehender Verknlipfungstafel zu entnehmen:

o|le|[m|my| h
e|le|m|m|h
m{m | e| h|m
my|mp| h|e|m
h|h{m|m|e

Aus der Tafel lesen wir ab, dass R4 = {g, my, mp, h} eine Gruppe ist: R, ist abgeschlossen bzgl. o (somit o assoziativ in
Ry); ferner ist e Einselement und sind ale Elemente invertierbar (sogar involutorisch). In Erinnerung an den
Mathematiker F. Klein (1849-1925) wird R4 a's Kleinsche Vierergruppe bezeichnet.

Nach diesem Beispiel 18sst sich der Begriff der Symmetriegruppe nun ohne weiteres auch allgemein erkléren:
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m 10.8.4. Definition

Sel F irgendeine nichtleere Teilmenge der Ebene E (im folgenden Figur genannt). Eine Kongruenzabbildung f € Kg
heil3t Symmetrie (oder: Deckabbildung) von F, wenn gilt: f[F] = F. Esbezeichne Sym(F) :={f e Kg| f[F]=F}
die Menge aller Symmetrien von F.

Esist eine fundamentale Tatsache, dass die Symmetrien einer Figur F eine Gruppe (genauer: Untergruppe der
Kongruenzgruppe Kg) bilden. Dies besagt folgende

m 10.8.5. Proposition

Zu beliebiger Figur F ist Sym(F) eine Untergruppe von Kg (die sog. Symmetriegruppe von F).

m Bewes

Wir benutzen das Untergruppenkriterium (Prop. 10.7.2). Seien dazu f, g € Sym(F) beliebig. Da Sym(F) bzgl. o
abgeschlossenist — denn: (f og)[F] = f[g[F]] = f[F] = F —, genligt es zu zeigen, dass die Umkehrabbildung einer
Symmetrie f wieder zu Sym(F) gehort. Ein Punkt X liegtin f ~1[F] genau dann, wenn f~1(Y) = X firein Y € F, das
heidt: f(X) e F = f[F]. Wegen der Injektivitdt von f ist diesgenau fir X € F der Fall, d.h. f1[F]=F. &

Die Symmetriegruppen spielen fir die geschichtliche und systematische Entwicklung des Gruppenbegriffsin der
Mathematik eine zentrale Rolle. So lassen sich mit ihnen geometrische Eigenschaften algebraisch beschreiben. (Auch
umgekehrt werden héufig algebraische Sachverhalte geometrisch-anschaulich interpretierbar.) Das Gebiet der
Abbildungsgeometrie baut geometrische Aussagenbesténde systematisch mit Hilfe von Abbildungsgruppen auf. Zum
Studium symmetrischer Figuren vgl. die gut lesbare Einfihrung von Flachsmeyer / Feiste / Manteuffel: Mathematik
und ornamental e Kunstformen. Mathematische Schiilerbiicherei. Leipzig: Teubner 1990.

Besonderes Interesse verdienen die Symmetriegruppen regel médiger n-Ecke (Polygone) P,,. Die zugehdrige
Symmetriegruppe wird als Diedergruppe Dy, bezeichnet (sprich: Di-eder)

Dieder bedeutet wortlich "Zweiflachner"; man hat sich dabei das fragliche Vieleck als ein Gebilde im Raum
vorzustellen, das eine "Vorderseite” und eine "Ruickseite” besitzt. Damit sind nun die Spiegelungen aus D, a's
réumliche Klappbewegungen vorstellbar, die den Dieder mit sich selbst zur Deckung bringen. Vom algebraischen
Standpunkt ist dies freilich irrelevant, da ohnehin jede Symmetrie des Dieders as Permutation seiner Eckenmenge
beschreibbar ist.

Man betrachte als einfaches Beispiel einer Diedergruppe die D, die Symmetriegruppe des Quadrats mit den Ecken
1, 2, 3, 4. Sie besteht aus 4 Drehungen und 4 Spiegelungen, hat also die Ordnung 8. Die Drehungen bilden eine
zyklische Untergruppe A4 der Ordnung 4. Sie wird erzeugt von der Vierteldrehung (um den Quadratmittel punkt), zu
der die Eckenpermutation a = (14 32) gehort. Demnach sind e := a°), a, a2, a3 die Drehungen um

0°,90°, 180°, 270°.
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m,

m,

Die Spiegelungen bilden zwar keine Untergruppe, doch ist jede der Spiegelungen als V erkettungsprodukt einer
einzigen Spiegelung mit einer geeigneten Drehung darstellbar. Sei etwab := d; = (1) (24) (3) als "Grund"-Spiegelung
gewdhlt. Dann gilt:

d =13 (@ =b&
m =(12)(34) =ba
m, = (14)(23)=ba’

Insgesamt | &sst sich also jedes Element der D, in der Form aX (als Drehung) oder b aX (als Spiegelung) mit 0 < k < 4
darstellen. Die Menge der Spiegelungen erweist sich demnach als Nebenklasse b A4 der Untergruppe der Drehungen:

Ds={e a a, a b, ba ba? bad)
Fur das Rechnen mit diesen Elementen sind die folgenden Gleichungen zu Grunde zu legen:
at=e (die Vierteldrehung ist ein Element der Ordnung 4)
b =e (die Spiegelung ist involutorisch)
ba=alb (dieselbe Spiegelung an der Mittelsenkrechten einer Seite)

Tatséchlich 18sst sich das beschriebene Vorgehen fir beliebige Diedergruppen verallgemeinern. An dieser Stelle wird
— unter Verzicht auf einen Beweis— der Inhalt des betreffenden Hauptsatzes fir Dieder gruppen lediglich kurz
zusammengestelIt und erléutert.

Die D, besteht aus n Drehungen und n Spiegelungen, also ord(Dy) = 2n. Jede Drehung ist darstellbar a's Potenz
einer "kleinsten" Drehung

123 ..n=-1 n
(n 12 ..n-2 n—l)'

Ferner werde al's Spiegel ungselement

b 12 3 .. n-1n
_(1nn—1 .. 3 2)

gewdhlt. Es gelten dann die Relationen:
(1) a"=e
2 b =e
3 ba=alb=a"tb
Unter diesen Voraussetzungen ist d € D, genau dann, wenn d = ak oder d = baX fiir eine ganze Zahl k mit 0 <k < n.

Die Diedergruppe D, ist (bis auf Isomorphie — siehe unten) bereits vollstandig durch die Relationen (1) «(3)
bestimmt. Die Natur der Elemente a, b als Permutationen spielt dabei keine Rolle. Dass a eine "Drehung” und b eine
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"Spiegelung” ist, wird nur durch (1) bzw. (2) ausgedriickt; es kommt dann (3) hinzu, um die Abhangigkeit der beiden
Elemente untereinander festzulegen. Gleichung (3) ist geometrisch-anschaulich interpretierbar (Ubung!).

m |somorphie

Das Wort "isomorph" bedeutet "gleichgestaltig” oder "von gleicher Struktur”. Der Begriff und die zugrunde liegende
Erscheinung spielen in der Mathematik eine grof3e Rolle. Dort hat man z.B. héufig mit Gebilden zu tun, bei denen
Elemente unterschiedlicher Herkunft auf entsprechend unterschiedliche Weise verkniipft werden, bei denen aber
dieselbe abstrakte Sruktur zum Vorschein kommt. "Abstrakt" heif3t hier, dass von der speziellen Natur der
verkniipften Elemente abzusehen ist.

m Beispiel 1

DieKleinsche Vierergruppe Ry ist uns an friherer Stelle als Symmetriegruppe des Rechtecks begegnet. Sie kann aber
auch auf ganz andere Weise realisiert werden, etwaasMenge A = {fq, f1, f, f3} von Funktionen, die durch
fo(¥) = X, f1(X) = =X, f2(X) = % fa(X) = —% definiert und mittels o (Verkettung) verknuipft werden.

Ein Vergleich der zugehdrigen Verkniipfungstafeln zeigt, dass sie sich nur durch die Namen, nicht jedoch durch die
gegenseitige Beziehung der verknipften Elemente unterscheiden. Die betreffende Umbenennung beschreibt man
dabei am besten als Abbildung y : A— Ry mit y(fg) = €, y(f1) = my, y(f2) = mp, y(f3) = h.

v ist bijektiv und leistet daher die Umbenennung in umkehrbar-eindeutiger Weise. Dariiberhinaus— und das ist
wesentlich — bildet y auch die Struktur beider Gebilde aufeinander ab. So besteht in A etwadie Gleichung f, o f; = fs.
Wendet man nun y auf die hier beteiligten Elemente einzeln an, so ergibt sich h = y(f3) = y(f,) o y(f1) = Moy, adso
einein R, gultige Gleichung.

m 10.8.6. Definition

Eine bijektive Abbildung y : G— H zwischen zwei Gruppen G und H heif3t |somorphismus, wenn fir allea, be G
gilt: y(ab) = y(a) y(b). In diesem Fall heif3en die beiden Gruppen zueinander isomorph (symbolisch: G = H).

Im Sinne dieser Definition ist die Abbildung y aus Beispiel 1 ein Isomorphismus und sind die betreffenden
Verkniupfungsgebilde A und R4 isomorph. Die abstrakte mathematische Betrachtungsweise unterscheidet streng
genommen nicht mehr zwischen den beiden Gebilden in ihrer konkreten Beschaffenheit; sie erscheinen als
Verkdrperungen ein- und derselben (abstrakten) Gruppe.

m Beispiel 2

AulZer der Kleinschen Vierergruppe gibt es noch eine andere (nicht zu R, isomorphe) Gruppe der Ordnung 4. Diese
wird z.B. verkorpert durch die Restklassengruppe (Z4, ®).

Eine Vierergruppe geometrischer Herkunft ist die Gesamtheit A4 der Drehungen (einer Ebene E) um 90°, 180°, 270°
und 0° (= 360°). Vergleicht man die Verknupfungstafeln, so wird auch die |somorphie beider Gebilde unmittel bar
deutlich: (Z4, ®) = (A4, 0). AlsIsomorphismus bietet sich in natiirlicher Weise die Abbildung an, diek € Z4 die
Drehung um k- 90 ° zuordnet.
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m Bemerkung

Die hier aufgezeigte Strukturgleichheit von Drehungsgruppe und additiver Restklassengruppe kommt nicht von
ungeféhr. Man deute einmal A4 al's"Viertelstunden-Uhr"! Dann wird klar, dass das Rechnen mit Viertelstunden nichts
anderesist als Addition modulo 4. Die naturbedingte Periodizitat von Zeit- und Kalenderrechnung ist ein
kulturgeschichtlich bedeutsamer Hintergrund des Umgangs mit Restklassen.

Die vorangestellten Beispiele sollten nicht den Eindruck entstehen lassen, die Isomorphie zweier Gruppen wére ihren
Verknupfungstafeln ohne weiteres zu entnehmen. So ist die prime Restklassengruppe Z10* ebenfalls zu A4 isomorph,

was anhand der Verknipfungstafeln erst nach geeigneter Umstellung der Restklassen 1, 3, 7, 9 evident wird. Im Falle
unendlicher (auch schon bei gréReren endlichen) Gruppen verlieren solche Tafeln ohnehin ihren praktischen Wert.

| somorphi eaussagen beruhen auf dem Nachweis eines 1somorphismus zwischen beiden Gebilden.

m Beispiele

1. Sei mbeliebig € Z; esgilt Z ~ mZ. Das zeigt der Isomorphismusy : Z — mZ, definiert durch y(k) := mk fir alle
k € Z (Bildung des m-fachen einer Zahl).

2. Esqilt (R, +) = (R*, -). Ein geeigneter Isomorphismusist die Exponentialfunktion exp(x) = ¢* (e Eulersche Zahl),
dieR auf R* bijektiv abbildet und fur die gilt: exp(x + y) = exp(X) - exp(y). Entsprechend vermittelt der nattirliche

L ogarithmus al's Umkehrabbildung von exp einen Isomorphismusvon (R*, -) nach (R, +). Die bekannte
Funktionalgleichung log(x- y) = log(x) + log(y) bringt dies zum Ausdruck.
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